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Titre — Cartographie micro-onde et quantification d’incertitudes par inversion-segmentation
bayésienne et échantillonnage de Gibbs

Résumé — On s’intéresse au contrdle électromagnétique d’un objet dans le but de vérifier
I’homogénéité de propriétés telles que la perméabilité et la permittivité. Pour réaliser le contrdle,
on utilise un moyen expérimental qui mesure des coefficients de réflexion en champ proche.
Dans ce contexte, les propriétés électromagnétiques se ramenent a une impédance surfacique
homogene par morceaux. Les coefficients de réflexion se déduisent des impédances par un modele
d’observation linéaire dérivé des équations de Maxwell et un terme additif incluant diverses
erreurs : mesure, linéarisation et modélisation. Le nombre de données disponibles est petit devant
le nombre d’inconnues, ce qui rend I'inversion du modele d’observation délicate. Ce travail
présente une méthode d’inversion bayésienne qui fournit une carte d’impédance homogene par
morceaux. On s’appuie sur un modele a priori Gauss-Potts qui repose sur un découpage en région
grace a un jeu d’étiquettes, modélisé par un champ de Potts, et sur I’'impédance, modélisée par
des champs gaussiens. L’estimation est rendue difficile par le caractere grande dimension et la
forme non standard de la distribution a posteriori. Pour surmonter cette difficulté, on développe
un algorithme de Gibbs afin d’obtenir des échantillons de la loi a posteriori. On exploite ces
échantillons pour calculer les estimateurs de cartes d’impédances et d’étiquettes, ainsi que les
incertitudes. La méthode proposée est validée sur des données simulées.

Mots clés — Inversion-segmentation, statistique bayésienne, probleme inverse, impédance
surfacique, Gauss-Potts, modele hiérarchique, MCMC, échantillonneur de Gibbs.

Title — Microwave mapping and uncertainty quantification by Bayesian inversion-segmenta-
tion and Gibbs sampling

Abstract — An experimental set-up is dedicated to the microwave control of the homogeneity
of electromagnetic properties, such as permeability and permittivity. By moving an antenna close
to the material, it is possible to measure near-field reflection coefficients for various locations.
One consider that the EM properties can be reduced to a surface impedance with possible
discontinuities related to material inhomogeneities. The reflection coefficients are deduced from
the impedances by a linearized forward model, derived from Maxwell’s equations. It includes an
additive term corresponding to various errors : measurement, linearization and modeling. Since
the number of data available is small compared to the number of unknowns, the inversion of
the observation model is tricky. Therefore, we have developed a Bayesian inversion method
that provides a segmented impedance map. A Gauss-Potts prior relies on a region division by
a set of labels, modelled by a Potts field and on the impedance, modelled by Gaussian fields.
Estimation is very tricky due to the large dimension and the non-standard form of the posterior.
Consequently, we have turned towards a Gibbs algorithm that provides random samples of the
a posteriori law, that are used to compute the estimate of the impedance map and labels, and to
quantify uncertainties. The proposed method is validated on simulated data.

Keywords — Inversion-segmentation, bayesian statistics, inverse problem, surface impe-
dance, Gauss-Potts, hierarchical model, MCMC, Gibbs sampler.
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NOTATIONS ET ACRONYMES

Symboles mathématiques

. # : égal a une constante additive pres.

o : égal a une constante multiplicative strictement positive pres.
. T : transposé conjugué.

. —1 : transposé conjugué inverse : M~ = (M")~1 = (M 1)1,
. N\ :loi gaussienne complexe ou réelle.

i.i.d. : indépendantes et identiquement distribuées.

. |l'e ] : ] ]2, norme euclidienne.

Densité de probabilité et probabilité
1. n(x) : mx(x).
2. w(wly) : mxy—y ().

3. 7T($,y) :nyY(way>'
4. Pr(X =zly) : Pr(X =z|Y =y).

Vecteur
1. Pour un vecteur x de taille N, on note _,, = [z1,Z2,...,Tpn_1,Tpy1,- ., 2y de taille
N — 1 le vecteur & sans sa n-ieme composante.
2. Pour un vecteur x de taille N, on note x;_,, = [z1, X, ..., T,| le sous vecteur de taille n.
3. Onnote 1y = [1,...,1]" le vecteur de taille N dont toutes les composantes valent 1.
4. Onnote 1,, =[0,...,1,...,0]" le vecteur de taille N dont la composante n vaut 1 et les
autres 0.
Acronyme

1. MAP : Maximiseur a posteriori
2. MMAP : Maximiseur Marginal a posteriori
3. EAP : Espérance a posteriori

4. CAP : Covariance a posteriori
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INTRODUCTION

J’ai effectué mon travail de these au sein du CEA-CESTA (Centre d’Etudes Scientifiques et
Techniques d’ Aquitaine) et du groupe signal et image de I'IMS (Laboratoire de 1’Intégration du
Matériau au Systeme), sur le probléme du contrdle non destructif.

Le contréle non destructif (CND) est un outil important dans de nombreux secteurs, par
exemple 1’aéronautique, I’automobile ou I’industrie de I’énergie. Il permet d’obtenir des informa-
tions sur 1’état d’une piece ou d’une structure sans qu’il en résulte des altérations préjudiciables a
son utilisation ultérieure [1]]. Pour cela, il repose sur I’estimation d’une quantité d’intérét a partir
de mesure. A ce titre, il s’inscrit dans la grande famille des problemes inverses.

Mon travail porte plus précisément sur le controle non destructif en électromagnétisme (EM).
L’ objectif est de s assurer que 1’objet fabriqué est conforme aux spécifications. Pour y parvenir,
on s’intéresse a la reconstruction de propriétés matériaux, permittivité et perméabilité. Cette tache
est rendue possible grace a deux aspects fondamentaux.

1. Les propriétés matériaux sont modélisées par une impédance surfacique.

2. On s’appuie sur un code EM 3D afin d’en déduire un modele direct linéaire reliant les
mesures aux quantités d’intérét.

La méthode que I’on présente permet, a partir de mesures, de remonter aux propriétés matériaux
et plus précisément a I'impédance surfacique. De plus, on s’intéresse au cas ol 1’objet mesuré
présente d’éventuelles inhomogénéités. Ces inhomogénéités des propriétés électromagnétiques
se traduisent par une impédance homogene par morceaux. En plus de I’inversion, il est donc
question de reconstruire ces zones au travers d’une segmentation de la surface de I’objet. La
méthode proposée se place alors dans la catégorie des méthodes d’inversion-segmentation.

Structure du manuscrit — Afin d’introduire les choses progressivement et de maniere cohé-
rente, le manuscrit est partagé en 3 grandes parties.

1. Le Chapitre|l|est dédié au contexte ainsi qu’a la présentation du probleme. On y introduit
les quantités physiques et le lien qui les unit. Cette partie aboutit a la construction du modele
direct linéaire a bruit additif que ’on inverse par la suite. Le Chapitre [2] présente certaines
méthodes classiques dédiées a I’inversion de modele direct linéaire et aborde le probleme joint de
I’inversion-segmentation.
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2. On présente dans le Chapitre [3|1a méthode d’inversion-segmentation proposée, reposant
sur une approche bayésienne. On y discute notamment de la modélisation a priori des quantités
d’intérét ainsi que de leurs parametres. La fin de cette partie nous menera a définir une loi
a posteriori et des estimateurs, ainsi qu’une manicre de quantifier les incertitudes.

3. Une derniere partie regroupe 1’aspect résolution numérique. Dans le Chapitre {] nous
présentons les algorithmes Monte Carlo par chaines de Markov et plus en détail 1’algorithme de
Gibbs utilisé. Ce dernier nous permet de calculer numériquement les estimateurs choisis et mene
au Chapitre [5] dans lequel nous présentons les résultats obtenus a partir de données simulées.
Enfin, nous conclurons sur les qualités de la méthode, mais également sur ses limites.

Dans le but de rendre le document plus fluide, on regroupe en annexe certains détails, par
exemple de complexité calculatoire, et des calculs utiles comme le calcul de déterminant de
matrice. On y trouve également des publications au colloque GRETSI 2019 [2] et dans la revue
IEEE Signal Processing Letters [3]. La derniere partie regroupe les références bibliographiques.

Publications

— J. Boissy, P. Minvielle, M. Sesques et J.-F. Giovannelli, « Cartographie d’impédance par
inversion d’un code d’électromagnétisme 3D surfacique », in Actes du 27 ° collogue GRETSI,
Lille, France, aotit 2019

— J. Boissy, J.-F. Giovannelli et P. Minvielle, « An insight into the Gibbs sampler: Keep the
samples or drop them? », IEEE Signal Processing Letters, vol. 27, pp. 2069-2073, 2020

Communications

— J. Boissy, «Cartographie d’impédance par inversion d’un code d’électromagnétisme 3D »,
Rapport de stage de Master, IMS, Talence, France, septembre 2018

— J. Boissy, P. Minvielle, M. Sesques et J.-F. Giovannelli, « Cartographie d’impédance par
inversion d’un code Maxwell 3D surfacique », Journées JOSO, Le Barp, France, mars 2019

— J. Boissy, P. Minvielle, M. Sesques et J.-F. Giovannelli, « Inversion pour la cartographie
d’impédance surfacique 3D », Journée de I’ED SPI, Talence, France, mars 2020

— J. Boissy, P. Minvielle et J.-F. Giovannelli, « Near-field microwave mapping by Bayesian
inversion-segmentation », in SIAM Conference on Uncertainty Quantification, Atlanta, Géorgie,
Etats-Unis, avril 2022
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CHAPITRE 1

CONTEXTE

Le contréole non destructif (CND) en électromagnétisme (EM) est un sujet d’importance
majeure. Il intervient dans de nombreux domaines, par exemple dans la métallurgie, le nucléaire
ou le spatial. Dans notre cas, le but du controle est de caractériser les propriétés EM, perméabilité
et permittivité, d’un objet et de mettre en évidence d’éventuelles inhomogénéités. Dans ce contexte,
les propriétés EM se ramenent a une impédance surfacique homogéne par morceaux qui est reliée
aux mesures de coefficients de réflexion par un modele instrument linéaire, dérivé des équations
de Maxwell. Notre spécificité tient au fait que les mesures sont réalisées en champ proche par un
moyen expérimental développé par le CEA-CESTA. Néanmoins, en [’absence de mesures réelles,
nous utiliserons des mesures simulées grdce au modele instrument.

Sommaire
(1.1 Controle non destructif en électromagnétisme] . ... ........... 14
(1.2 Prototype expérimental en champ proche . . . . ... ........... 16
(1.2.1 Principe générall . . . .. ... ... ... ... ... ... . ..., 16
22 Bancdemesurel. . . . . ... .. ... ... ... 16
(1.2.3  Procédure d’acquisition| . . . . . ... ... ... .. ... ..... 17
(1.3 Controle d’homogénéité|. . . . . . ... ... ... .00 eeenn. 19
(1.4 Modeledirect. . . . . . . . o it i i it e 20
(1.4.1 Impédance surfacique de matériaux| . . . . . ... ... ... .... 20
[.42 Modele direct non-Tinéaire| . . . . .. ... ... ... ... ..... 21
[.43 Modele directTinéarisé . . . . . .. ... ... ... ... ...... 23
144 Analysede H H'Het HH'| . .. ... ... ........... 24
[1.4.5  Analyse complémentaire de lamatrice H| . . . . . .. .. ... ... 27
[1.4.6  Retour au probleme de controle] . . . . . . ... ... ... . .... 28
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1.1. Contréle non destructif en électromagnétisme Chapitre 1. Contexte

1.1 Controle non destructif en électromagnétisme

Controle non destructif — On se place dans le contexte général du contrdle non destructif
(CND) qui vise a « caractériser ’état d’intégrité de structures ou de matériaux, sans les dégrader,
soit au cours de la production, soit en cours d’utilisation, soit dans le cadre de maintenances »
(source internet : Wikipédia). Le CND est un élément majeur du contrle de la qualité des
produits. Il se différencie de 1’instrumentation de laboratoire et industrielle puisque le but est
de détecter des hétérogénéités et anomalies plutdt que de mesurer des parametres physiques
tels que le poids ou les cotes d’une piece [1]]. Présent dans de nombreuses applications, allant
de I’industrie automobile a I’aéronautique et 1’inspection alimentaire, le CND met en ceuvre
différents phénomenes physiques et différentes techniques : courants de Foucault, radiographie,
ultrasons, thermographie, etc.

oeee e0®

FIGURE 1.1 — Ligne de transmission (source internet : RF & Microwave Material Measurements:
Techniques and Applications).

Controle non destructif en EM -~ Plus spécifiquement, on s’intéresse au controle électroma-
gnétique (EM) que I’on retrouve notamment dans les domaines des matériaux agroalimentaires [8],
du médical, des absorbants radar, etc. Il s’agit de vérifier via I’interaction onde-matiere que les
propriétés EM, e.g. perméabilité (1) et permittivité (¢), de matériaux ou constituants corres-
pondent bien aux valeurs attendues ou spécifiées. Ce sont des nombres complexes qui dépendent
de la fréquence. La permittivité exprime le changement d’un matériau pour absorber 1’énergie
d’un champ électrique incident, la perméabilité est le degré de magnétisation d’un matériau en
réponse 4 un champ magnétique. A noter que I’inspection peut se faire dans un mode de réflexion
ou de transmission (voir la Fig.[1.2).

Echantillons homogenes de taille limitée — Les techniques de caractérisation EM vont
de 1a méthode de la ligne de transmission (cf. Fig.[I.1), dite de Nicolson-Ross, a la méthode en
cavité ou a des approches fondées sur des bancs de mesure en espace libre [10]. Les méthodes
classiques en espace libre mesurent la réflectivité d’un échantillon plan et homogene. Ainsi,
le Naval Research Laboratory (NRL) a développé ce qui constitue maintenant un standard
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Er0

En

DUT

FIGURE 1.2 — Inspection micro-onde en réflexion (a gauche) ou en transmission (2 droite) [9]].

expérimental, appelé « arche NRL ». [llustré sur la Fig. il consiste en un dispositif bistatique
apte a mesurer 1’échantillon suivant différents angles a I’émission et a la réception. Toutes ces
méthodes sont étudiées pour analyser des échantillons homogenes de petite taille, éventuellement
positionnés sur un porte-échantillon.

U | L

FIGURE 1.3 — Arche bistatique NRL [11] pour le contréle d’un échantillon plan.

Néanmoins, [[12] souligne que ces techniques ne parviennent pas a mettre en évidence les
hétérogénéités spatiales qui apparaissent sur des échantillons de grande taille, méme si les
protocoles de fabrication sont soigneusement controlés. Il est important de contrdler les variations
des matériaux finaux, puisque des hétérogénéités peuvent avoir des effets considérables sur
les performances des composants finaux. Dans ce but, [10] a proposé un nouveau dispositif
bistatique qui, adapté a la caractérisation de la perméabilité de bandes d’échantillons de taille
plus importante, permet de mettre en évidence d’éventuelles hétérogénéités.

Objet de taille réelle — Le controle d’objet de taille réelle consiste a vérifier 1’objet dans son
ensemble et s’oppose au controle d’échantillons ou de maquettes réduites. Les références [13}/14]
considérent la mesure de Surface Equivalente Radar (SER) en espace libre. L objet est situé a
I’intérieur d’une chambre anéchoique, c’est-a-dire une salle d’expérimentation dont les parois
absorbent les ondes électromagnétiques. Cela pose un probleme dit de « diffraction inverse » [15]],
en champ lointain : on cherche a déterminer les propriétés des matériaux, plus précisément les
inhomogénéités, a la surface de 1’objet a partir de mesures de réflectivité globale, sous différents
angles et a différentes fréquences. Si, a géométrie connue, il est possible d’obtenir des cartes de
propriétés EM, le processus d’acquisition en espace libre et champ lointain reste long, complexe
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1.2. Prototype expérimental en champ proche Chapitre 1. Contexte

a mettre en ceuvre et de colt élevé. En outre, la reconstruction proposée dans [[13}[I4] se limite a
des objets axisymétriques.

FIGURE 1.4 — Contr6le micro-onde de matériau composite plan .

En rapprochant I’antenne de 1’objet, on peut s’affranchir d’une chambre anéchoique et
accélérer le processus d’acquisition. Cela s’apparente a de 1’imagerie micro-onde en champ
proche [16]], que I’on retrouve en contrdle non destructif (voir I'illustration de la Fig. [I.4) ainsi
que dans d’autres domaines tels que I’imagerie médicale (sein, cerveau, efc.), I’imagerie a travers
les murs, le contrdle de sécurité (détection d’arme), efc. La composante logicielle, incluant le
traitement des données et des signaux, y est essentielle. Dans ce contexte, le CEA-CESTA a
développé un prototype expérimental pour le controle rapide d’objet de taille réelle.

1.2 Prototype expérimental en champ proche

1.2.1 Principe général

Le principe général du prototype expérimental est représenté sur la Fig.[T.5] L’objet sous test, a
symétrie de révolution, est positionné verticalement sur son support (colonne en polystyréne, mats
en plexiglas, etc.). On considere une onde monochromatique émise par une antenne positionnée
a quelques longueurs d’onde (quelques centimetres, c’est-a-dire approximativement dans la
zone de Fresnel) de 1’objet. A la fréquence d’intérét, I’antenne présente un diagramme de
rayonnement directif en champ proche. On peut alors mesurer un « coefficient de réflexion »
noté o, partiellement entaché des interactions multiples antenne-objet.

On donne ci-apres quelques détails concernant le banc de mesure ainsi que sur la procédure
d’acquisition.
1.2.2 Banc de mesure

Le banc de mesure est représenté sur la photographie de la Fig. [I.6] Sont représentés les 3
axes de translation et les 3 axes de rotation possibles. La précision des positionneurs est inférieure

a 1 mdeg pour les platines de rotation et de 4 a 2 m pour les platines de translation. Le banc de
mesure est constitué de

* la cible sous test et son support,
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1.2. Prototype expérimental en champ proche Chapitre 1. Contexte

Antenne

Altitude
de mesure

Roulis

FIGURE 1.5 — Principe du moyen de contr6le en champ proche.

* un analyseur de réseau vectoriel (VNA) embarqué (immobile par rapport a 1’antenne),

* quatre platines de translation qui permettent de placer I’antenne a plusieurs altitudes,
d’approcher ou d’éloigner I’antenne de 1’objet et d’aligner 1’axe de rotation de 1’objet,

* deux platines de rotation, une placée sous 1’objet et une sous 1’antenne, qui permettent de
modifier I’angle de présentation de 1’objet face a I’antenne et de placer 1’antenne face a I’objet,
mais aussi face a un systeme de calibration,

* un contréleur des positionneurs,

* un laser d’alignement.

Antenne « étoile » — L’élément rayonnant utilisé est une antenne en forme d’étoile, voir
la Fig. Les pétales travaillent par couple opposé et en opposition de phase. Pour améliorer la
focalisation ou directivité de la sonde, 1I’élément rayonnant est placé dans une cavité cylindrique.

1.2.3 Procédure d’acquisition

La procédure d’acquisition consiste en les 4 étapes suivantes. Les acquisitions réalisées sont
celles de champ électrique exprimé en Volts.

Etape d’alignement de ’objet 2 une altitude donnée — 1l est nécessaire de maitriser la
distance antenne / objet qui doit rester constante afin de rattraper les erreurs éventuelles de
parallaxes. Un algorithme d’alignement permet de minimiser les écarts de distances qui peuvent
apparaitre en fonction des roulis.

Etape d’acquisition du cylindre étalon (Sz,,) — L’antenne est approchée a quelques cen-
timetres du cylindre étalon de diametre 300 mm et une mesure de coefficient de réflexion est
réalisée.
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1.2. Prototype expérimental en champ proche Chapitre 1. Contexte

VNA embarqué
Laser dalignement

Contrbéleur de Antenne de mesure

positionneurs

Cible sous test

Support de la cible
sous test

FIGURE 1.6 — Photographie du banc de mesure.

FIGURE 1.7 — Schéma de I’antenne « étoile » en émission et réception.

Etape d’acquisition de I’objet (Sowj) — L’objet sous test est positionné sur un support. L’an-
tenne est positionnée a I’altitude de I’étude. Elle est approchée a quelques centimetres de 1’objet
et une mesure de coefficient de réflexion est réalisée pour chaque angle de présentation, c’est-a-
dire pour différentes rotations de 1’objet devant I’antenne. Elle est nécessaire a la soustraction
vectorielle qui permet de retirer les contributions dues a I’instrumentation et 1’antenne.

Etape d’acquisition de la chambre vide (Scy) — Une antenne est orientée face a un espace
libre. Une mesure de coefficient de réflexion est réalisée.

On applique alors la formule de soustraction-calibration suivante pour obtenir le coefficient
de réflexion complexe calibré o :
Sonj — Scv
o= ——7—. (1.1)
SEta - SC’V
Cette mesure est effectuée a la fréquence d’intéré€t pour M positions d’antenne relative-
ment a I’objet, correspondant a différentes altitudes et a plusieurs angles de présentation. La

distance antenne-objet reste constante pendant la procédure. On collecte ainsi M « coefficients
de réflexion » mesurés : o = [0, ..., o], voir la Fig.

Remarque 1. Les interactions antennes-objets complexes et multiples n’apparaissent qu’en
présence de ’objet. Elles ne sont donc pas supprimées par la soustraction vectorielle. Pour les
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1.3. Contréle d’homogénéité Chapitre 1. Contexte

réduire, une étape de filtrage spatial de type Réponse Impulsionnelle Finie est mise en ceuvre,
requérant 1’acquisition préalable des coefficients de réflexion dans une bande fréquentielle
centrée sur la fréquence d’intérét.

FIGURE 1.8 — Acquisition des mesures en champ proche.

1.3 Controle d’homogénéité

On considere qu’il existe des régions ou morceaux de 1’objet dans lesquels les propriétés EM
sont homogenes (homogénéité intra-régions), mais possiblement différentes entre régions (hétéro-
généité inter-régions) et on s’attend a ce qu’elles évoluent lentement a I’intérieur des régions. On
parle alors de propriétés EM homogenes par morceaux. A partir des mesures o obtenues gréice
a la procédure d’acquisition décrite précédemment et schématisée par la Fig.[I.9] on cherche a
contrdler I’objet, ¢’est-a-dire a estimer les propriétés électromagnétiques des matériaux qui le
constituent et a vérifier leur homogénéité.

Homogénéité 1

Procédure d’acquisition ——— O

Homogénéité 2

FIGURE 1.9 — Schéma de principe de la procédure d’acquisition des mesures.

Afin de réaliser le contrdle, on s’appuie sur un modele direct ou modele d’instrument qui,
pour des propriétés électromagnétiques données, est capable de déterminer les coefficients de
réflexion que 1’on devrait observer. L’ objectif est alors de développer un traitement de données
pour le contréle comme représenté sur la Fig.[I.10] La suite du chapitre est dédiée a I’introduction
du modele direct.
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Modele instrument

l

Propriétés EM
Traitement de don-

O — N

[ ]
nés pour le controle J

Homogénéités / Inhomogénéités

FIGURE 1.10 — Schéma de principe du contrdle d’homogénéité.

1.4 Modele direct

On considere un objet tridimensionnel situé dans le vide, typiquement un conducteur recou-
vert de matériaux inhomogenes éclairé par une onde monochromatique émise par une antenne
positionnée a proximité, voir la Fig. [I.T1]

Q+

(Einc’HinC) T

FIGURE 1.11 — Schéma général de la diffraction sur un obstacle.

Le champ diffracté par cet objet est solution des équations de Maxwell dans le régime
harmonique. Elles peuvent se mettre sous une forme Variationnelleﬂ Elles font alors intervenir
des équations intégrales définies sur la surface de 1’objet et sur les interfaces entre les matériaux
qui le composent. Ces équations relient le champ diffracté aux propriétés EM de I’objet. Se
référer a I’annexe[A|pour plus de détails.

1.4.1 Impédance surfacique de matériaux

Naturellement on voudrait considérer les propriétés des matériaux qui recouvrent 1’objet,
c’est-a-dire la permittivité (¢) et la perméabilité (1), et résoudre les équations de Maxwell sous
forme d’intégrale surfacique sur les interfaces entre les matériaux. Or, une discrétisation spatiale
appropriée dépend de la longueur d’onde dans le matériau : plus I’indice du milieu est élevé et
plus la longueur d’onde est petite. Le nombre de mailles volumiques requis est alors important,
conduisant a un gros systeme linéaire, avec un coiit de résolution élevé en temps de calcul et taille
de mémoire.

1. Le principe de I’approche variationnelle pour la résolution des équations aux dérivées partielles est de
remplacer 1’équation par une formulation équivalente, dite, variationnelle, obtenue en intégrant I’équation multipliée
par une fonction quelconque, dite test.
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1.4. Modéle direct Chapitre 1. Contexte

Condition aux limites de Leontovich — 1l est possible d’obtenir une approximation a moindre
colit en remplacant I’empilement de matériaux par une « condition aux limites d’impédance » a la
surface extérieure de I’objet [17]], voir la Fig.[1.12] Cela permet de s’affranchir de la résolution
des équations de Maxwell dans les matériaux, avec pour seule interface la surface extérieure de
I’objet. La discrétisation ne dépend plus que de la longueur d’onde dans le vide. La « condition
d’impédance » la plus simple, dite de Leontovich [17,|18]], relie par une impédanceﬂ scalaire et
complexe z les composantes tangentielles des champs électriques et des champs magnétiques.
Elle est strictement locale et constitue une bonne approximation pour des matériaux dont les
indices sont suffisamment élevés. Les matériaux qui recouvrent 1’objet sont alors représentés par
I’impédance z a la surface.

Onde
incidente

Empilement Wo72zzz2222z2222222222222222222222222222222 - -
de matériaux A Y <=> Impédance surfacique

Conducteur parfait

FIGURE 1.12 — Schéma équivalent de I’impédance surfacique.

Remarque 2. Pour déterminer I'impédance surfacique z a partir des propriétés (¢, 1) on
s’appuie classiquement sur des modeles analytiques [19|] adaptés a un matériau multi-couches
de type plan infini.

1.4.2 Modele direct non-linéaire
Afin de traiter le probléme numériquement, on considere la surface de I’objet discrétisée sous

la forme d’un maillage triangulaires, Fig.|1.13| et I'on note z € CV I’'impédance discrétisée. On
précise que la hauteur de 1’objet est d’environ 60 cm.

FIGURE 1.13 — Surface du cone-sphere IEEE discrétisée sous la forme de /V mailles triangulaires.

2. (Wikipédia) L’impédance est une caractéristique d’un systeme physique, définie comme le rapport d’une
grandeur caractérisant une excitation a laquelle il est soumis a celui d’une grandeur caractérisant sa réponse.

21



1.4. Modéle direct Chapitre 1. Contexte

Systeme d’équations linéaire — A impédance de surface donnée, on sait calculer les coeffi-
cients de réflexion en champ proche o,,, a I’aide du code Maxwell 3D, développé au CEA-DAM.
Fondé sur la résolution du systeme de Maxwell sous forme intégrale en régime harmonique, ce
code d’électromagnétisme 3D permet de traiter des assemblages de matériaux diélectriques et
de conducteurs, et tient compte des invariances géométriques. Ce code massivement parallele
exploite efficacement plusieurs milliers de cceurs du supercalculateur TERA 1000 [20]]. Les équa-
tions intégrales sont résolues par une méthode d’éléments finis de surface sous forme standard
de Raviart-Thomas [21]]. Lorsque I’empilement de matériaux est modélisé par une impédance
surfacique [22], la formulation variationnelle associée a la résolution des équations de Maxwell
sous forme intégrale est symétrique, mais non hermitienne [23|].

On pourra se référer a la partie de I’annexe [A|pour plus de détails sur ce qui suit. Pour la
direction d’illumination m, on note x,, € C** les flux de courants électriques et magnétiques a
travers les N, arétes du maillage 3D. A fréquence et direction d’illumination données, le systeme
discret qui en résulte se met sous la forme :

A(z)x,, = b, (1.2)

ot A(z) € (?Nax2Na ggt la matrice du systéme qui dépend de z, et b,,, le second membre fonction
de la direction d’éclairement.

Onax,,(z) = A(z)"'b,, la solution de I’Eq. et on a directement I’intégrale du rayon-
nement : o, = x!, (2)c, ou ¢ est I’opérateur d’observation en réception. Considérant toutes les
directions, le systeme s’écrit :

A(z)X =B (1.3)

avec X = [x1,...,xy|et B=1[by,..., byl

Modele direct non linéaire — On note X (z) = A(z) !B la solution de I’'Eq. (1.3 et on
obtient alors la relation non-linéaire en 2

o=nh(z)=X(z)'c=B'A(z) "c. (1.4)

La matrice A(z) est pleine et la taille du systeme croit de fagon quadratique avec la fréquence.
L’emploi d’un solveur direct de type Cholesky est privilégié par rapport a un solveur itératif en
raison du grand nombre de seconds membres, ainsi que pour des raisons de précision dues au
mauvais conditionnement de la matrice A(z).

Remarque 3. Lorsque le probleme atteint des centaines de milliers d’inconnues, I’emploi d’un
solveur direct devient irréaliste, car il exige des ressources mémoire en O(N?) et un nombre
d’opérations en O(N?). On utilise alors la méthode des H-matrices [20], conduisant a un
stockage compact ou compressé de la matrice initiale. Ainsi, le coiit d’une factorisation de
Cholesky d’une H-matrice est en O(N log,(N)) contre O(N?®) pour une matrice dense.

Remarque 4. Pour réaliser le controle d’homogénéité, il faut disposer d’'un modéle fidele de
I’interaction onde-objet, incluant le rayonnement de [’antenne. Cette modélisation n’est pas
parfaite, notamment en raison des interactions complexes évoquées a la Remarque|[l} de la repré-
sentation imparfaite de I’antenne par un dipdle élémentaire et de I’électronique hyperfréquence
associée, de la modélisation éventuellement simplifiée des matériaux, etc. Cependant, on peut
s’appuyer sur une hypothese de faible perturbation que [’on introduit dans la partie suivante.
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1.4. Modéle direct Chapitre 1. Contexte

1.4.3 Modele direct linéarisé

Dans ce cadre de contrOle, on s’attend a des écarts de propriétés faibles relativement a
une référence. Ainsi, en plus de 'impédance z, on considere une impédance de référence
notée z, € CV.

Linéarisation — On considere I’approximation d’ordre 1 autour de cette impédance de réfé-
rence 2
h(z) = h(zy) + H(z — zp), (1.5)

avec h(zg) = X(z9)'c = B'A(zp) *c et H la matrice jacobienne ou matrice des dérivées
partielles de h(z), déterminées au point de référence 2z

t

oh

B 00X
0z

T 0z

c.
z0

20

Par dérivation de Eq. (I.3)) relativement a la n-ieme composante de z, on obtient :

X A A i
A(z)a— - é)—X(z) =0, avec 0A_ |day :
0z, 0Oz, 0z Oz ij=1..2Nq
et en zg, on a donc le systéme linéaire :
0X 0A
A =——| X ) 1.6
(20) 9o .. o . (20) (1.6)

Ainsi, en plus de la résolution standard qui forme A(z) et détermine X (z¢) puis oo = h(z2),
pour obtenir la matrice jacobienne H, il faut résoudre les N systeémes supplémentaires, Eq. (1.6),
qui different par leurs seconds membres. On exploite alors le fait que I'impédance intervient
dans la formulation variationnelle [23] uniquement sous la forme d’une intégrale simple du
type [¢zJ - J' + 27" M - M’ ds, voir partie |A.5|de l’annexe ol les courants électriques .J et
magnétiques M a la surface de 1’objet sont les inconnues directes du systeme de Maxwell tandis
que J' et M’ sont les fonctions tests de la méthode des éléments finis utilisée pour la résolution,
voir partie de I’annexe [Al La dérivation de la matrice A par rapport a I’'impédance conduit
ainsi & des matrices 0 A /0z,, trés creuses, qui sont stockées de facon optimisée pour effectuer
efficacement les produits matrices vecteurs.

Comme mentionné dans la Remarque [4] on considere une représentation imparfaite de
I’antenne et, dans notre cas, o et H sont calculés a partir d’'une modélisation du rayonnement
par un dipdle élémentaire.

Modele direct linéarisé a bruit additif — A partir de I’approximation d’ordre 1 définie par
I’Eq. (I.5), on considere un terme d’erreur qui prend en compte les erreurs de modélisation abor-
dée dans la Remarque f4] les erreurs de représentation par une impédance surfacique, les erreurs
de linéarisation et les erreurs de mesure. Notre travail se place en amont de la caractérisation du
terme d’erreur et pour les besoins de la suite, on considere qu’il est additif et on le note &, voir
la Remarque [5] Finalement, a partir de 1’'Eq. (1.5), on obtient le modele direct linéarisé a bruit
additif

oc=o00+H(z— 2 +¢, (1.7)
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1.4. Modéle direct Chapitre 1. Contexte

sur lequel s’appuie notre méthode de reconstruction de I'impédance présentée dans la suite. Pour
notre travail, on considere que le modele linéaire, Eq. (]'1;7[), est valide pour des variations de
I’impédance jusqu’a £10% de I'impédance de référence et on choisit une référence représentative
uniforme zy = zply, avec zp = 0.686 — ¢ 0.2329. Cette considération et ce choix sont tirés
de [[19,24] (matériau absorbant « école »).

Remarque 5. Le modele additif d’erreur, tres courant [|24-26|], est retenu en absence de
caractérisation. Un travail de métrologie pourrait étre entrepris par la suite pour caractériser les
incertitudes de mesure, par exemple I’approche de GUM (Guide pour I’expression de ’incertitude
de mesure) ou ’approche de Monte Carlo [27].

Remarque 6. L’impédance de référence z est uniforme et l’objet est invariant par rotation. Les
coefficients de réflexion o sont alors constants pour tous les angles a une altitude fixée. L’ objet
étant discrétisé, on s’attend néanmoins a de petites variations. Ce point est présenté dans la

partie page

Structure de la matrice H - Les composantes de la matrice H sont fonction des directions
d’illuminations. Les positions successives de 1’antenne sont a distance constante de 1’objet. Ainsi,
les directions d’illuminations ne sont définies que par leurs altitudes et leurs angles. La matrice H,
représentée sur la Fig.[I.14] est structurée comme suit : la ligne m correspond a la m-iéme position
d’illumination et la colonne n correspond a la maille d’indice n. Dans notre cas, on considere 25
altitudes régulierement espacées sur la hauteur de 1’objet et 12 angles de rotation régulicrement
espacés entre [—180, 180[. Au total, il y a donc M = 300 positions d’illumination, que 1’on
représente sur la Fig. [T.15] Les propriétés de la matrice H sont essentielles pour la suite et dans
la partie qui suit, on se propose d’étudier les matrices H, H'H et HH.

5
100
0
200 | —9
" —10
300 B : : =
1000 3000 5000 7000
FIGURE 1.15 — Emplacements
FIGURE 1.14 — Matrice log |H| pour f = 1.5 GHz. de I’antenne autour de 1’objet.

1.4.4 Analysede H, H H et HH'

La matrice H présentée dans cette section est celle utilisée tout du long de notre travail.
Pour I’ obtenir, on s’est placé dans le cas représentatif ou la fréquence est 1.5 GHz et ’antenne
est de type dipdle élémentaire. On propose une analyse de la matrice H € CM*V et des ma-
trices HTH € CV*N et HH' € CM*M | toutes deux symétriques hermitiennes et semi-définies
positives.
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Matrice H — On s’intéresse dans un premier temps aux valeurs singulieres de la matrice H
que I’on note fi,,, pour m = 1... M. Comme H est une matrice de taille M x NV, il existe deux
matrices carrées unitaires U et V' de tailles respectives M x M et N x N, ainsi qu’une matrice
rectangulaire 3 de taille M x N telles que [28, p. 63] :

K2 O

U'HV =X = N O (1.8)
O 129.%

La matrice ¥ est constituée de deux sous matrices. La premiere est de taille M x M et
contient sur sa diagonale les M valeurs singulieres réelles positives de H. La seconde de
taille M x (N — M) est nulle, voir I’Eq. . On sait que le rang de la matrice H est égal
au nombre de valeurs singulieres non nulles. A partir des valeurs singulieres représentées sur
la Fig. on peut dire que la matrice H est de rang pleinE] et qu’elle est mal conditionnée. Le
conditionnement est le ratio entre la plus forte et la plus faible des valeurs propres ou singulieres
et dans notre cas, il est de I’ordre de 10°. Dans le meilleur des cas, il vaut 1.

H1

104 T T T T T T T T I ) I I I [

10" 1

,LL m

| | | | | | | | | |

0 20 40 60 &80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300

m

1072

FIGURE 1.16 — Représentation en échelle logarithmique des valeurs singulieres de la matrice H,
notées [i,,, pour m = 1... M. On note qu’il y a autant de valeurs singulieres que de mesures. Le
ratio entre la plus forte et la plus faible des valeurs singulieres est de 1’ordre de 10°.

Dans la suite on s’intéresse aux matrices H'H et H H' représentées sur la Fig. Puisque
le nombre de données est inférieur au nombre d’inconnue, on sait que la matrice H t H est non
inversible. Au vu des valeurs singulieres de la matrice H, on s’attend a ce que HH' soit
inversible, mais mal conditionnée.

Remarque 7. Comme les matrices H'H et HH' sont symétriques hermitiennes et semi-
définies positives, on sait que leurs valeurs propres sont réelles positives [28| p. 62].

Matrice HH' - En s’appuyant sur la décomposition de I’Eq. (1.8)), on peut écrire
HH'=UZV'VEU' =USTU’
et I’on en déduit la décomposition en valeurs propres de la matrice H H' :

12
e O

UHH"U =3 = N (1.9)

O

3. (Wikipedia) Une matrice de taille M x N est dite de rang plein si son rang est égal a min(M, N).

13
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FIGURE 1.17 — Matrice log | HT H | a gauche et log | H H| a droite.

Les valeurs propres de H H' sont alors égales aux carrés des valeurs singuli¢res de H. On
représente sur la Fig. [[.T§]les valeurs obtenues numériquement. Comme attendu, on en déduit
que la matrice H H' est inversible, mais qu’elle est mal conditionnée (ratio entre la valeur propre
la plus grande et la plus petite de I’ordre de 101?). L’ utilisation d’une méthode qui s’appuie sur
I’inverse de H H' peut alors s’avérer instable numériquement.

108 T T T T ————
-'ﬂf-

10% | = :

10—4 . | | | | | | | | | |

L | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300
m

FIGURE 1.18 — Représentation en échelle logarithmique des valeurs propres de la matrice H Hf
et des M valeurs propres non nulles de la matrice H'H, pour m = 1... M. Cette figure est
en lien avec la Fig. puisque les valeurs propres représentées sont les carrés des valeurs
singulieres /i, de la matrice H.

Matrice H'H - De maniére analogue 2 la partie précédente, on peut écrire

H'H=vxUutUzvi = vixvt

et I’on en déduit la décomposition en valeurs propres de la matrice H'H :

VIHH)V =3y = R (1.10)
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La matrice H'H posséde un maximum de M valeurs propres non nulles. Par conséquent et
comme on s’y attendait, elle n’est pas inversible. L’Eq. (I.10) montre que les valeurs propres
non nulles sont égales aux carrés des valeurs singulieres de la matrice H, comme pour la
matrice HH'. Les valeurs propres non nulles de H'H calculées numériquement sont donc
également représentées sur la Fig. [T.1§]

1.4.5 Analyse complémentaire de la matrice H

Chaque donnée o, est constituée, en partie, d’'une combinaison des éléments du vec-
teur z — zo pondérée par les coefficients de la m-ieme ligne de H . Pour cette raison, on propose
une analyse de ses coefficients. Sur la Fig. [I.19ci-dessous, on affiche la partie réelle et la partie
imaginaire des coefficients d’une ligne de H. La Fig.[T.19a représente les valeurs  la surface du
cone, tandis que la Fig. [[.19b/montre la valeur en fonction de I’altitude et de 1’angle.
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FIGURE 1.19 — Coefficients de la ligne 122 de H représentés @ a la surface du cone et (]EI) en
fonction de I’altitude et de 1’angle. La ligne 122 correspond a une position centrale. La figure
représente sous forme d’hologramme les coefficients de la colonne 2436 de H, correspondant a
une maille proche d’un des emplacements ou sont effectuées les mesures. Les hologrammes sont
fonction de I’angle en abscisse, et de I’altitude en ordonnée. Les quantités sont représentées en
partie réelle a gauche sur () et en haut sur (b)), et en partie imaginaire a droite sur (a) et en bas

sur @,i .

Les coefficients de la matrice H correspondent a une fonction d’étalement du point et pour
I’illustrer, on propose de visualiser les coefficients d’une colonne sur la Fig. Dans notre
cas, la fonction d’étalement du point est non invariante et dépend de la position du capteur.
Egalement, on observe sur les Fig. et que les données dépendent majoritairement
de I'impédance locale. La forme de la fonction représentée sur la Fig. [[.19b| nous montre que la
combinaison pondérée des éléments de z — 2z, tend a dégrader I’information. Ainsi, reconstruire
des informations locales a partir des données obtenues grace au systeme d’observation est une
tache difficile. D’autant plus que le nombre de données disponible est trés faible devant le nombre
d’inconnues.
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1.4. Modéle direct Chapitre 1. Contexte

1.4.6 Retour au probleme de controle

Dans ce chapitre nous avons présenté le probleme du contrdle de propriétés matériaux. Les
différentes considérations introduites nous ont mené a résumer ces propriétés par une impédance
surfacique, ainsi qu’a un modele d’observation linéaire a bruit additif donné par I’Eq. (1.7).

Ainsi, le probleme du contrdle consiste a inverser le modele d’observation pour fournir
une reconstruction de I’impédance a partir des coefficients de réflexion mesurés. Pour réaliser
cela, on dispose des informations suivantes : I’impédance est homogene par morceaux et elle
évolue lentement autour d’une référence. Dans la suite, on considere alors conjointement le
probleme de I'inversion et celui de la reconstruction de région ou morceaux, et I’on parlera
d’inversion-segmentation.

Le chapitre suivant traite du probleme de I’inversion et de I’'inversion-segmentation de modele
linéaire a bruit additif dans un cadre général. Notre méthode d’inversion-segmentation sera
présentée dans le Chapitre [3]
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CHAPITRE 2

INVERSION DE MODELE LINEAIRE

Dans le chapitre précédent, nous avons montré comment les coefficients de réflexion sont
déduits de I’impédance surfacique grdace a un modele linéaire a bruit additif. On parle de modeéle
direct. Le probléme inverse est celui de la reconstruction de I'impédance a partir des coefficients
de réflexion. Deux éléments rendent I’inversion compliquée. D’une part, le nombre de données
disponibles est inférieur au nombre d’inconnues et d’autre part, les données sont bruitées. Cepen-
dant, on sait que 'impédance surfacique est homogene par morceaux et qu’elle est centrée sur
une référence. L’objectif de ce chapitre est de présenter le probleme de l’inversion-segmentation.
Pour cela, nous présentons les choses en deux temps. Tout d’abord, nous introduisons le probléeme
de l'inversion de modele linéaire a bruit additif dans un cadre générique et certaines solutions
« historiques ». Puis, nous aborderons le probleme de [’inversion-segmentation et les méthodes de
la littérature.
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2.1. Introduction Chapitre 2. Inversion de modéle linéaire

2.1 Introduction

Dans de nombreux domaines tels que 1’imagerie médicale, la géophysique ou encore 1’ astro-
nomie, on s’intéresse a la reconstruction d’une quantité d’intérét  au vu de mesures y. Dans
notre cas, il s’agit de déterminer I’impédance surfacique a partir de coefficients de réflexion
mesurés.

Dans un cadre général, on considere que 1’objet est observé au travers d’un opérateur li-
néaire A et que les observations sont perturbées par un bruit additif b. Le modele s’écrit
alors y = Ax + b et il est représenté sur la Fig. Le terme de bruit regroupe plusieurs
choses. Cela peut-étre des erreurs de mesures introduites par un moyen de mesure imprécis, des
perturbations liées a I’environnement dans lequel les mesures sont réalisées, des erreurs dans
le modele qui ne décrit pas totalement la réalité physique du phénomene en jeu, ou encore des
erreurs de discrétisation des équations.

b

l

FIGURE 2.1 — Schéma du modele direct linéaire a bruit additif.

Afin de résoudre le probleme inverse associé, il existe plusieurs méthodes. Dans la suite, on
présente des méthodes représentatives de deux grandes familles, les méthodes d’inversion dans
un cadre déterministe et les méthodes d’inversion dans un cadre probabiliste.

2.2 Inversion dans un cadre déterministe

2.2.1 Attache aux données et moindres carrés

Les méthodes déterministes visent généralement a minimiser, par rapport a &, un critere
nommé terme d’attache aux données qui rend compte d’une « distance » entre la sortie-modele Ax
et les données y. Dans de nombreux cas [2,29,[30]], on le choisit convexe, par exemple une norme.
Ainsi, on assure 1’existence d’un unique minimum et la minimisation peut s’appuyer sur la large
littérature dédiée a I’optimisation convexe.

Parmi les criteres les plus populaires, on retrouve le critere des moindres carrés
2
Iuc(z) =y — Az|”, 2.1

dont le minimiseur, s’il existe, s’écrit arg min, Jy/c (). L’annulation du gradient nous méne a
considérer AT Ax = Afy et dans le cas ou AT A est inversible, le minimiseur s’écrit

& = argmin Jyco(x) = (ATA) ATy, (2.2)

By

Le calcul de la solution (2.2)) dépend de I’inversibilité ou du conditionnement de la matrice AT A
et I’on se propose de discuter de ces deux cas de figure.
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2.2. Inversion dans un cadre déterministe Chapitre 2. Inversion de modéle linéaire

Cas non inversible — Calculer la solution n’est pas toujours possible. Il arrive que le
nombre de données disponibles soit inférieur au nombre d’inconnues. Le probléme est alors sous-
déterminé : la matrice AT A est non inversible, et il existe une infinité de solutions cohérentes avec
les données qui minimisent et annulent 7y;c (). C’est d’ailleurs notre cas, voir la partie m

Cas inversible — Méme si la matrice ATA est inversible, il est possible que celle-ci soit
mal conditionnée. Le calcul de la solution des moindres carrés, Eq. (2.2), peut alors entrainer
«’explosion » de la solution [31}, p. 37-38]. Afin de servir d’exemple, on considere le probleme
de 1a déconvolution d’une image floutée et bruitée dans le cas particulier ol la matrice AT A est
inversible, mais mal conditionnée. Dans cet exemple, I’information pour certaines composantes
fréquentielles est fortement atténuée. La reconstruction au sens des moindres carrés mene alors a
une forte amplification de ces mémes fréquences, entrainant « I’explosion » de la solution [31,
p. 91].

2.2.2 Moindres carrés a norme minimale

Dans le cas non inversible, on sait qu’il existe une infinité de solutions qui minimisent et
annulent le critere des moindres carrés. Parmi ces solutions, la méthode des moindres carrés a
o . . < 2 . 2 .. z .
norme minimale consiste & sélectionner celle dont la norme ||«||” est minimale. Elle s’écrit

o _ Jargming [lz]”, _ 454 4ny
T = {y C Ap =A"(AA") y. (2.3)

Son calcul nécessite que AA' soit inversible et correctement conditionnée. Dans notre
cas, HH' est inversible, mais mal conditionnée, voir partie La solution au sens des
moindres carrés a norme minimale peut donc étre calculée, mais elle est instable numériquement
et I’on ne la considerera pas.

2.2.3 Régularisation

Lorsque de I’information a propos de « est disponible, on souhaite en tenir compte et une
maniere de faire cela est d’introduire une pénalité P(x). Comme pour le terme d’attache aux
données, la pénalité peut prendre diverses formes dont celle d’une norme. Souvent, I’information
prise en compte assure 1’unicité de la solution et limite les phénomenes d’explosion.

11 est courant de retrouver dans la littérature des pénalités quadratiques. Par exemple la régula-
risation de Tikhonov [32,33], pour laquelle P(z) = ||Tz||*. Le choix de la matrice T’ permet alors
d’introduire diverses informations, par exemple des informations de textures, une pénalité sur la
quantité d’intérét P(z) = ||«||* afin de favoriser des solutions de faible énergie, ou encore une
pénalité sur une mesure de rugosité [31, p. 47] qui favorise des solutions douces P(x) = || Dz||,
avec D est une matrice des différences finies. La matrice D est utilisée dans notre méthode et
sera introduite dans le chapitre suivant.

L’ajout d’une pénalité définit un nouveau critere et fait apparaitre un hyperparametre A > 0
Tucr(@) = [ly — Az + AP(x), 24)
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2.3. Inversion dans un cadre probabiliste Chapitre 2. Inversion de modéle linéaire

qui regle le compromis entre le terme d’attache aux données et la pénalité. Plus \ est grand,
plus la solution est pénalisée et inversement. Le réglage des hyperparametres est une question
importante qui est discutée dans [31}, p. 53-56] et sera évoquée dans le chapitre suivant.

Exemple 1. Dans le cas de la régularisation de Tikhonov P(x) = ||T'x ?, si la solution existe,

elle s’écrit

& = argmin ||y — Az|® + \ | Tz|?
x (2.5)
— (ATA + D) Aly

et nous la retrouvons dans notre méthode comme solution intermédiaire.

Pour certaines applications, 1’information disponible sur x ne peut étre prise totalement
en compte par une pénalité quadratique. D’autres pénalités sont alors exploitées, par exemple
des pénalités du type Lo/L; et Lo/L [31, p. 148-152], ou encore une contrainte, par exemple
la positivité. Les pénalités Lo/L; sont convexes, ce qui assure la convergence des techniques
standards de minimisation et fournit une certaine « robustesse » a la solution [31}, p. 47]. Parmi
les pénalités Lo/L,, on peut citer la pénalité de Huber [34] qui favorise des solutions douces,
mais qui pénalise moins les fortes variations que la pénalité quadratique et permet ainsi de mieux
reconstruire les discontinuités. En début de these, j’ai mené un travail préliminaire s’appuyant sur
la pénalité de Huber. Ce travail est détaillé en annexe |G|et a été publié [2]].

2.3 Inversion dans un cadre probabiliste

Dans cette partie, on introduit une modélisation stochastique pour le terme de bruit. On choisit
alors une loi de probabilité dite a priori, notée f(b), qui décrit les connaissances que 1’on a sur
les erreurs b. En s’appuyant sur le modele direct : y = Ax + b et sur le modele de bruit, on
déduit la loi des données y sachant x

p(ylx) = f(y — Ax), (2.6)

appelée vraisemblance des inconnues x attachée aux données y. On précise que I’écriture (2.6)
sous-entend que @ est probabilisé. Le choix de la distribution du bruit est une question délicate,
particulirement lorsque peu d’informations sur celui-ci sont disponibles. A I’inverse, il existe
des cas dans lesquels les erreurs sont bien caractérisées et le choix d’une loi pour le bruit est alors
plus simple, par exemple, dans le cas d’erreurs systématiques connues.

2.3.1 Maximum de vraisemblance

La méthode du maximum de vraisemblance s’appuie directement sur la loi p(y|x) et définit
I’estimée @y, si elle existe, comme maximiseur de la vraisemblance

Ty = argmax p(y|x). (2.7)

On retrouve des problématiques similaires a celles abordées pour les moindres carrés : non-
inversibilité et mauvais conditionnement. Maximiser p(y|x) est plus ou moins compliqué selon
la loi pour le bruit. Dans 1’exemple [2] classique ci-dessous, la vraisemblance est log-concave
dérivable et I’expression de 1’estimée est obtenue, si elle existe, en annulant le gradient.
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2.3. Inversion dans un cadre probabiliste Chapitre 2. Inversion de modéle linéaire

Exemple 2. Lorsque le bruit est gaussien : b ~ N (u, X)), la vraisemblance s’écrit
plylz) = N(y; Az + p, 3). (2.8)
Le maximiseur de vraisemblance, s’il existe, s écrit

Z )y = arg max p(y|x)
— argmin ||(y — p) — Az|5 (2.9)
X

= (A'’=71A)ATS T (y — p).

La solution des moindres carrés présentée dans la partie précédente, Eq. (2.2), est en réalité un
cas particulier du maximiseur de vraisemblance avec p = 0 et 3 x 1.

Pour des cas plus complexes, des méthodes d’optimisation existent. Par exemple 1’algorithme
de recuit simulé [35, p. 163-169] qui fournit le maximiseur a convergence, les algorithmes semi-
quadratiques ou encore les algorithmes de gradient. Enfin, lorsque le probleme est sous déterminé,
cela mene a une indétermination et une stratégie reposant sur le maximum de vraisemblance n’est
alors pas envisageable, ce qui est notre cas.

2.3.2 Approche bayésienne

Le modele de vraisemblance décrit la distribution des données en fonction des inconnues.
Lorsque I’on dispose d’informations sur les inconnues, il est possible de les modéliser au travers
d’une loi a priori pour x que I’on note p(x). Ainsi, a partir du modele de vraisemblance et de la
loi a priori, on applique la regle de Bayes pour obtenir la loi a posteriori, i.e., 1a distribution des
inconnues compte tenu de I’'information a priori et des données vy :

ply.x) _ pylz)p(z)
py) [, p(yle)px) da’

p(x|y) = (2.10)

Le dénominateur est la loi marginale pour les données et elle intervient comme une constante
multiplicative par rapport aux inconnues. Elle est souvent difficile a obtenir. Néanmoins, des
méthodes exploitent le fait qu’il n’est pas nécessaire de la connaitre, par exemple des méthodes
d’optimisation ou encore certaines méthodes d’intégration de Monte Carlo. Il existe cependant
des cadres dans lesquels il est nécessaire de la connaitre, par exemple pour de la sélection de
modeles [36-38]].

A partir de la loi jointe, la construction d’un estimateur peut étre réalisée de plusieurs maniéres.
Pour les besoins de la suite, on note A(y) = @ I’estimateur de « et L(x, ) une fonction de coft.
On rappelle que le risque bayésien [39, p. 43] [35, p. 12-13] s’écrit

Exy[L(X, A(Y))] = Ey[E xy[L(X, A(Y))], (2.11)
avec E x|y —y[L(X, A(y))] le risque a posteriori. Afin de minimiser le risque bayésien, on peut

minimiser le risque a posteriori. Dans la suite, on discute du Maximiseur a posteriori (MAP) et
de I’Espérance a posteriori (EAP).
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2.3.2.1 Maximiseur a posteriori

Si on considere la fonction de cout

0, sillex—94|l<s

1, sinon, (2.12)

L(x,8) = {
avec s qui tend vers 0, alors I’estimateur approche le MAP a condition que la distribution
a posteriori soit quasi-concave [40]. Le MAP est la valeur de = qui maximise la loi a posteriori :

Tyap = arg max p(x|y). (2.13)

Il peut étre calculé en s’appuyant sur les nombreux outils d’optimisation disponibles dans la
littérature : descente de gradient, recuit simulé, ezc. De nombreuses circonstances peuvent rendre
cette opération compliquée : loi multimodale, loi discrete, efc.

Puisque ;4 p maximise la loi a posteriori, on peut dire qu’il s’agit d’un estimateur cohérent,
qui a du sens. Cependant, il n’est pas toujours un estimateur de choix. Par exemple, dans le cas
multimodal, le maximum peut &tre atteint dans un mode qui ne contient qu’une fraction minime
de la masse de probabilité. Le MAP n’est alors pas une bonne représentation de la loi a posteriori
et, en ce sens, ’EAP peut €tre un estimateur plus pertinent.

2.3.2.2 Espérance a posteriori

Lorsque 1’on minimise le risque bayésien pour une fonction de colit quadratique
L(x,0) = ||z — oI, (2.14)
I’estimateur optimal est 'EAP :

Epap = B xjy—y[X]. (2.15)

Pour obtenir ’EAP, si I’intégration analytique n’est pas possible, par exemple a cause de
la grande dimension ou de la forme non standard des lois, on peut s’appuyer sur des méthodes
numériques. Parmi les méthodes numériques, on peut citer les méthodes de quadrature qui
consistent a discrétiser le domaine en morceaux plus ou moins réguliers puis a calculer une
approximation de I’intégrale sur ces morceaux. L’intégrale totale est ensuite obtenue en sommant
les résultats de chaque morceau. Simple et rapide a mettre en ceuvre pour des cas de faible
dimension, cette approche n’est pas envisageable en grande dimension puisque le nombre de
points nécessaires pour maintenir une précision croit de maniere exponentielle avec la dimension.
Une autre classe de méthodes qui permettent de répondre a la difficulté d’intégration est celle des
algorithmes Monte Carlo par chaines de Markov. Ce sont les méthodes que nous utilisons et qui
sont discutées plus loin dans le document.

Exemple 3. Dans le cas particulier tout gaussien suivant : p(x) = N(x;0, (7, P,)" ") et
f(b) =N (b;0,~, 1), I’espérance a posteriori est la solution des moindres carrés pénalisés
avec la pénalité P(x) = Hm||§31 et I’hyperparamétre X = ~y, /v, :

Zpap = (ATA + %Pm)_lATy. (2.16)
b
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2.4. Inversion-segmentation Chapitre 2. Inversion de modéle linéaire

Si P, = T''T, alors cette solution correspond a la solution . La matrice P, est appelée
matrice de précision. Sa structure s’appuie sur les relations entre les composantes de x. Lorsque
ces relations s’écrivent uniquement a partir de relations entre voisins « proches », la matrice P,
est creuse et x est un champ de Markov [31| p. 169-177] [41|]. C’est la modélisation que [’on
retrouve dans le chapitre suivant.

L’EAP est un estimateur cohérent, mais il existe des cas dans lesquels il n’est pas un bon
estimateur. Prenons I’exemple d’une loi bimodale pour lequel chaque mode concentre une part
égale de la masse de probabilité. Dans cette configuration, I’EAP peut se trouver dans une zone
de faible probabilité et n’est pas forcément un bon estimateur.

2.3.2.3 Conclusion sur ’approche bayésienne

L’approche bayésienne apporte un cadre solide et rigoureux au probleme de 1’inversion. Les
possibilités de prendre en compte de I’information au travers de loi a priori sont riches. La loi
a posteriori nous renseigne sur I’ensemble des masses de probabilités et synthétise I’information
disponible a posteriori a propos des inconnus. De 1a, on peut obtenir une solution ponctuelle :
MAP, EAP, etc, mais également d’autres quantités comme des incertitudes.

2.4 Inversion-segmentation

L’inversion classique, dont nous venons de parler, fournit une solution au probleme de la
reconstruction d’une quantité d’intérét x a partir de données y. Cependant, il arrive que la quantité
d’intérét soit composée de régions et que I’on souhaite en tenir compte. Les cas d’application
sont variés, par exemple en imagerie spatiale pour dissocier plusieurs régions de 1’image, en
imagerie médicale pour détecter des éléments d’intérét, ou encore en contrdle non destructif
afin de vérifier I'intégrité d’une piece. Ce probleme joint de I’inversion et de la segmentation
est représenté par le modele direct de la Fig. ou £ sont des variables cachées décrivant des
régions. L’ objectif est d’inverser ce modele direct afin de reconstruire conjointement x et £, et on
parle alors d’inversion-segmentation.

b

!
zl— A BD—y

FIGURE 2.2 — Schéma du modele direct pour I’inversion-segmentation.

Les méthodes présentées précédemment ne permettent pas d’y répondre directement. En effet,
bien qu’elles fournissent la plupart du temps des solutions convenables, elles ne réalisent pas de
réelle segmentation. Nous discutons dans la suite de ce probleme joint en considérant I’aspect
segmentation comme partie intégrante du probleme.

2.4.1 Approches bayésiennes fondées sur le modele de Potts

Parmi Ia littérature sur I’inversion-segmentation, mon analyse s’est principalement portée sur
des travaux utilisant une approche bayésienne et un jeu d’étiquettes £, modélisé par un champ
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de Potts. Le champ de Potts est une généralisation du modele de Ising (1925) qui fut proposée
par Renfrey Potts dans ses travaux de these de doctorat en 1951 [42] et par la suite, démocratisée
par Geman et Geman [43]] pour le traitement du signal et de I’image. Le champ de Potts est un
champ de Markov qui introduit du lien entre éléments (pixels, mailles, etc) voisins. Pour une
image par exemple, il décrit la dépendance spatiale. Il favorise alors des régions compactes dont
la taille moyenne est pilotée par un parametre appelé coefficient de granularité. Dans la suite, on
présente certains travaux desquels s’inspire notre travail. Des similitudes existent entre eux et,
pour en faire ressortir les spécificités, on concentre I’analyse sur certains points saillants.

Structure a priori et a posteriori — La modélisation de 1’objet x et des étiquettes £ mene a
introduire des modeles a priori conditionnels x|€, par exemple gaussien [44,45], Rayleigh [46]],
Dirichlet [47] ou encore gaussiens généralisés [48]]. La structure de ces modeles est cruciale
puisqu’elle détermine, entre autres, la structure de la loi a posteriori des étiquettes et de 1’ objet.
Pour I'illustrer, on présente les conséquences de différentes structures pour £ puis pour .

1. La structure de la loi a posteriori pour £ dépend de la structure a priori x|¥.

* Si x|£ est séparable [26,49.|50], 1a loi a posteriori pour £ est un champ de Markov.
* Si x|€ est markovienne [51},52], 1a loi a posteriori pour £ 1’est également.

* Si x|£ est non séparable et non markovienne [53]], la loi a posteriori pour £ est non
séparable et non markovienne.

2. La structure de la loi a posteriori pour x dépend de la vraisemblance et de x|£.

* Sila vraisemblance et la loi a priori |€ sont toutes les deux séparables, la loi a posteriori
pour x est séparable [47].

* Si la vraisemblance ou la loi a priori x|€ est non séparable, la loi a posteriori pour x ne
I’est pas [54].

Ce dernier point peut rendre 1’exploitation de la loi a posteriori difficile, d’autant plus si elle
est de forme non standard [48],55]]. Pour cette raison on préfere considérer des lois a priori qui
menent a des lois a posteriori de forme standard, par exemple gaussiennes [52}53],56].

Une spécificité de [S3]] est liée a la modélisation de x sachant £. Celle-ci repose sur un modele
déterministe fonction des étiquettes et de plusieurs objets inconnus x;, x5, . .. correspondant
aux différentes régions. Ces derniers sont alors probabilisés a la place de x, ce qui mene a une
hiérarchie différente pour laquelle les étiquettes apparaissent dans le modele de vraisemblance.
La structure de la loi a posteriori pour £ dépend alors de la structure de la vraisemblance
et I’on retrouve les 3 cas de figure cités au point (I}) ci-dessus, avec « vraisemblance » a la
place de « x|€ ». Par ailleurs, c’est cette modélisation que nous adoptons pour notre méthode
d’inversion-segmentation.

Estimateurs et algorithmes — On ne sait pas calculer explicitement les estimateurs a partir de
la loi a posteriori et I’on a recours a des méthodes numériques. Le choix des estimateurs est alors
important puisqu’il détermine souvent 1’algorithme utilisé ainsi que la qualité des reconstructions.
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* Pour les étiquettes £, ’EAP n’a pas de sens et I’on choisit généralement le MAP. Son
obtention par des algorithmes tels que I'ICM (Iterated Conditional Modes) [54,)57] ou le recuit
simulé [35, p. 163-169] peut étre difficile et I’on se contente souvent du MMAP (Maximiseur
Marginal a posteriori) [44], plus simple a obtenir.

* Pour I’objet x, ’EAP est généralement choisie et il existe deux approches. La premiere
considere ’EAP de la loi a posteriori marginalisée par rapport aux étiquettes, ce qui revient a
considérer I’espérance d’un mélange de lois pondérées par les probabilités a posteriori pour les
étiquettes. La deuxieme s’appuie sur I’EAP conditionnellement a la configuration des étiquettes
la plus probable (MAP ou MMAP), qui ne fait pas de mélange. Obtenir le MAP pour x peut
étre délicat. [S8|] propose une approche fondée sur une segmentation puis une régularisation
quadratique tirant parti de la segmentation pour tenter d’obtenir le MAP pour £ et .

Parmi les méthodes numériques les plus courantes, on retrouve essentiellement trois classes.

1. Les méthodes MCMC (Monte Carlo par chaines de Markov) et en particulier I’algorithme
de Gibbs qui permet d’exploiter les structures a posteriori, séparables ou de forme standard
dont nous venons de parler. Par exemple, lorsque la loi a posteriori des étiquettes est un champ
de Potts, des stratégies reposant sur la propriété markovienne permettent de paralléliser en partie
I’échantillonnage [59,60]. Les algorithmes MCMC peuvent €tre coliteux en temps de calcul et
nécessiter un grand nombre d’itérations.

2. Les méthodes du type ICM (Iterated Conditional Modes) qui sont des algorithmes d’opti-
misation locaux et qui tirent également parti des structures a posteriori, séparables ou de forme
standard (optimisation parallélisée pour les étiquettes, efc). Ces méthodes, plus rapides dans le
cas de [54], peuvent ne fournir qu’un optimum local.

3. Les méthodes bayésiennes variationnelles utilisées dans [25,61] qui fournissent une
approximation de loi a posteriori sous la forme de lois paramétriques séparables relativement
simples a exploiter. L’ obtention de ces lois nécessite des calculs que 1’on ne sait faire explicitement
que pour des lois de la famille exponentielle. On ajoute qu’il est difficile de quantifier la qualité
de I’approximation de la loi a posteriori.

2.4.2 Analyse complémentaire

La partie précédente s’est concentrée sur I’analyse de travaux d’inversion-segmentation
proches du notre, c’est-a-dire des approches bayésiennes reposant sur des étiquettes modélisées
par un champ de Potts. Néanmoins, d’autres travaux répondent au méme probleme avec des
méthodes différentes ou répondent a un probleme connexe grace a I’utilisation du champ de Potts.
Nous proposons alors d’en présenter une partie.

Lutilisation d’une régularisation adaptée permet également de reconstruire des objets par
morceaux. Dans cette veine, on peut citer [[62,/63], qui s’appuient sur une modélisation varia-
tionnelle du champ de Potts. Celle-ci prend alors la forme d’une pénalité Ly du type ||Vz||,,
appelée « jump term », qui favorise des solutions constantes par morceaux. Cette stratégie d’in-
version correspond a celle présentée dans la section lorsque P(x) = || Dx||,. Néanmoins,
I’utilisation d’une pénalité L, non convexe mene a des difficultés d’optimisation du critere dues a
la présence d’optima locaux. On peut également citer [64], dont le travail repose sur des régulari-