Proposition de stage

Stratégie bayésienne et échantillonnage stochastique
pour la comparaison de modeles

Application en astronomie

Domaines d’application: astronomie, physique (mécanique, thermique,.. . ), sciences naturelles,. . .
Contexte scientifique: comparaison/ sélection de modeles.

Démarche méthodologique: stratégie optimale, approche bayésienne, probabilité de modele.

Outil et approche: évidence, espérance harmonique, approche de Chib, approximation de Laplace,. . .
Aspects numériques: échantillonnage stochastique, Metropolis-Hastings (Langevin/Hamilton,.. .)
Environnement numérique: Matlab sur PC, Automatic Differentiation and Deep Learning Toolbox.
Lieu: Groupe Signal — Image, IMS (Université de Bordeaux — CNRS — BINP), Talence, France.
Durée: cinq a six mois, a partir de janvier ou février 2024.

Contact: Jean-Francois Giovannelli, IMS (Giova@IMS—-Bordeaux. fr) et Pascal Bordé, LAB
(pascal .borde@u-bordeaux. fr)

Contexte — Le travail proposé concerne la question générique de la comparaison de modeles a
partir de données expérimentales. Il s’agit de confronter des modeles mathématiques pilotés par des
parametres, a la réalité physique au travers de mesures [1-4]. Cette question constitue un sujet de
recherche actuel a part entiere dans la communauté « Data Science » et les retombées potentielles
sont déterminantes. En effet, les domaines concernés sont particulierement nombreux: on pense par
exemple a la caractérisation de phénomenes physiques en mécanique, thermodynamique, électricité
et électronique, en astronomie et au dela dans les autres sciences naturelles au sens large. Ce travail
contribuera a la construction d’une méthodologie d’inférence et ainsi a 1’objectif du projet « Origins »
de répondre a des interrogations fondamentales concernant I’origine de la matiere et de sa complex-
ité, la formation des planetes et des étoiles, la climatologie, 1’apparition de ’homme moderne,.. . au
travers de la confrontation de modeles a des données expérimentales. Un exemple générique pourrait
étre celui d’un phénomene oscillatoire amorti comme dans [5] ou d’autres plus complexes comme
en physique des particules [6, 7] ou encore la vélocimétrie radiale ou spectro-photométrie des tran-
sits [8,9] pour la détection d’exoplanetes.

Méthodologie — La question qui se pose est celle de la comparaison de structures de modeles
concurrents dans une liste, la sélection d’une structure dans une famille ou encore la validation
ou I'invalidation d’une hypothese. Ces modeles font intervenir deux composantes: (a) des rela-
tions souvent déterministes pour les phénomenes physiques en jeu et (b) une dimension stochastique
pour inclure des incertitudes sur les inconnues et les mesures. Il s’agit le plus souvent de modeles
paramétriques et la valeur des parametres est en général inconnue, méme si on peut en avoir une idée
ou un ordre de grandeur. Bien sfir, ces deux aspects (structure de modele et valeurs des parametres)
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sont intimement li€s, au moins pour des modeles concurrents possédant un nombre de degrés de
liberté différents et a fortiori des modeles emboités (rasoir d’Ockham).

Nous nous focaliserons sur les méthodes de sélection fondées sur une stratégie bayésienne [1,2,4].
Elle permet la construction de fonctions de sélection optimales en un sens clairement explicité (voir
annexe). Elles reposent in fine sur une distribution dite a posteriori pour les modeles, c’est-a-dire
conditionnelle aux données [2, 11, 12]. La construction de chaque probabilité se fonde alors sur une
évidence, qui elle-méme nécessite la marginalisation des parametres inconnus. C’est cet aspect qui
présente une difficulté majeure en général.

Aspects numériques et algorithmiques — Les évidences seront calculées par échantillonnage
(production de tirages ou de réalisations) de la distribution a posteriori pour les parametres des mod-
eles [13—16]. Cet échantillonnage sera réalisé par un algorithme de la famille de Monte-Carlo par
chaine de Markov mixte, dit de Metropolis-Hastings within Gibbs, comme suit.

1. L’échantillonnage de la variance-inverse des erreurs est effectué sous une loi Gamma.

2. L’échantillonnage des autres parametres est en général plus complexe et il est réalisé par une
technique de Metropolis-Hastings, en deux étapes.

a. Proposition : simuler une valeur sous une loi dite de proposition ou instrumentale.

b. Acceptation/Duplication : décider, au hasard avec une probabilité bien définie, d’accepter
la valeur proposée ou de dupliquer la valeur courante.

Lefficacité est directement fonction de (z) I’importance du taux d’acceptation et (z¢) la taille moyenne
des excursions dans 1’espace des parametres, ces deux caracteres étant eux-mémes intimement liés a
la pertinence de la loi de proposition relativement a la loi a posteriori. Une premiere option consid-
ere la distribution a priori: il s’agit d’un choix naturel et dont 1’utilisation est aisée. Une autre option
classique consideére une marche aléatoire et/ ou une densité gaussienne dont les parametres sont adap-
tés automatiquement. Pour certains cas ces options sont tout a fait adaptées mais pour d’autres, en
particulier mettant en jeu des distributions tres complexes, elles demeurent valides mais deviennent
inefficace a cause de la charge calculatoire (temps, convergence, encombrement mémoire, quantité de
calcul,...). Pour dépasser cet limitations, il est crucial d’investir sur cette question en tant que tel et
deux voies prometteuses tirent avantage d’un couplage a d’autres outils d’analyse numérique.

* On construit des propositions dirigées, fondées sur le gradient de la distribution (e.g., Langevin)
et sur son Hessien ou I’information de Fisher (e.g., Fisher-Langevin), comme en optimisation.

* On construit des propositions comme solutions d’équations différentielles (e.g., Hamilton).

On pourra consulter [17, 18], ainsi que [16, Ch.5]. Cette combinaison, méthode d’échantillonnage
fondée sur des outils d’analyse numériques (optimisation, résolution d’équations et de systémes, ou
d’équations aux dérivées partielles,. ..) constitue un sujet de recherche a part entiere a la fois promet-
teur sur un plan fondamental et en phase avec les problématiques appliquées.

Un dernier élément, d’importance. En plus des probabilités pour chaque modele, on aura aussi ac-
ces a la distribution a posteriori des parametres et donc a la moyenne fournissant une valeur estimée,
également optimale (voir annexe), des parametres pour chaque modele. On aura également des in-
formations concernant des marges d’erreurs au travers des écarts-types a posteriori, et des couplages
entre parametres au travers des corrélations a posteriori.
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Structuration des travaux — Pour ce qui est du déroulement chronologique, le travail pourra se
structurer en trois étapes: (1) questions liées a la construction des probabilités de modeles, puis
(2) celles liées au calculs numériques effectifs de ces probabilités, enfin (3) les aspects concernant
I’efficacité algorithmique. Sur le plan du contenu, le travail pourra se décomposer en trois volets.

a. Etude bibliographique en particulier concernant la sélection, le calcul des probabilités et des
évidences ainsi que les algorithmes de calcul numérique et les conditions de leur utilisation.

b. Mise en ceuvre et codage en Matlab.

c. Evaluations théorique et/ ou numérique des performances. Comparaison de diverses méthodes.

Ceci ne constitue qu’une possibilité qui pourra étre ajustée.
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Annexe sélection optimale — Afin de formaliser les choses, on note y un vecteur de données dans
un espace ) et on note m un modele dans une liste de modeles candidats M. La question générique
de la sélection de modele est celle de la construction d’une fonction de décision A, de 1’espace des
données ) vers la liste des modeles M (I’espace des décisions), qui associe un modele sélectionné a
un jeu de données et on écrit m = ¢(y).

Ay — M
y — m=A(y)

Il existe de plusieurs manieres d’aborder les choses et on se focalise sur une approche reposant sur
I’idée d’optimalité. Pour cela on définit un coit (cost function), noté C

C: MxM — R
(m,m') — C[m,m]

qui quantifie le cofit lié a une erreur de décision sur le modele, typiquement un coft binaire (cofit nul
si m = m/ et colit unitaire si m # m'). Dans un second temps, on définit un risque (risk function),
notée R, comme un colit moyen (sur les modeles et les données):

R(A)=Euy{C[M, A(Y)]}

associé a la fonction de décision A. Naturellement, la fonction de sélection choisie A, est celle qui
minimise le risque:
Agpe = arg min R(A)
A

et qui est optimale en ce sens. On est alors en capacité d’extraire des données, de maniere optimale,
des informations a propos des modeles (puis de leurs parametres par une stratégie similaire), c’est-a-
dire en un sens d’interpréter les données.
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