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Stratégie bayésienne en ingénierie
Sujets d’exercices

Ce court recueil d’exercice concernant l’inférence bayésienne doit beaucoup à la lit-
térature sur le sujet [1–7], à plusieurs auteurs de fascicules d’exercices ainsi qu’à de
nombreuses conversations avec des collègues. Que chacun trouve ici l’expression de
ma reconnaissance la plus sincère pour ces échanges.
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Exercice 1 — Répartition uniforme et vraisemblance. On considère une variable réelle X , uniformément dis-
tribuée entre 0 et une valeur inconnue. Cette valeur inconnue est notée θ ∈ R?+ et c’est le paramètre d’intérêt
dans cet exercice.

1. Donnez et tracez la densité de probabilité de X (pour diverses valeurs de θ) que l’on notera natu-
rellement fX|Θ(x|θ).

Un dispositif expérimental permet d’obtenir N réalisations x1, x2, . . . , xN , indépendantes suivant la loi de
X|Θ = θ ?, où θ ? est la vraie valeur du paramètre. On regroupe les réalisations dans le vecteur x.

2. Travail de la vraisemblance.

2a. Déterminez la vraisemblance fX|Θ(x|θ) du paramètre θ attachée aux données x. Tracez.

2b. Quelle est la valeur la plus vraisemblable du paramètre θ ? Expliquez pourquoi elle est
toujours plus petite que la valeur vraie.

2c. Que se passe-t-il, intuitivement, lorsque le nombre de données grandit et va à l’infini ?

Exercice 2 — Variable binaire et vraisemblance. On s’intéresse à une expérience binaire que l’on modélise à
l’aide d’une variable aléatoire B sous une loi de Bernoulli, i.e., qui ne prend que deux valeurs : Oui et Non
avec la probabilité p et 1− p respectivement. Dans ce travail, le paramètre d’intérêt est θ = p.

On observe N échantillons indépendants b1, b2, . . . , bN distribués sous cette loi. On regroupe ces N obser-
vations dans un vecteur b ∈ {Oui,Non}N , réalisation du vecteur B. On note respectivement νO(b) et νN(b)
le nombre de Oui et de Non dans le vecteur b.

1. Déterminez, étudiez et tracez la vraisemblance PrB|Θ [b| θ ] du paramètre θ attachée aux données b.

2. Quelques cas particuliers

2a. Que se passe-t-il si on observe autant de Oui que de Non? Aucun Oui ou aucun Non?

2b. Que se passe-t-il, intuitivement, lorsque la vraie valeur est p = p? = 1/2?

2c. Que se passe-t-il, intuitivement, si le nombre de données croit et devient infini ?

Exercice 3 — Vraisemblance d’une moyenne. On étudie un phénomène physique caractérisé par une quantité
inconnue m : tension, courant, etc. . . ou température, pression, concentration, etc. . . Pour cela, on réalise N
mesures xn qui sont entachées d’erreurs modélisées comme additives :

xn = m+ en , pour n = 1, . . . , N .

Dans la suite, on modélise ces erreurs comme des réalisations de variables aléatoires, indépendantes, gaus-
siennes, centrées et toutes de variance r. On pose γ = 1/r le paramètre de précision. On collectionne les N
valeurs de xn et en dans deux vecteurs colonnes x = [x1, . . . , xN ]t et e = [e1, . . . , eN ]t. On pourra poser
µ(x) =

∑
xn/N et ρ(x) =

∑
x2
n/N , ainsi que σ2(x) = ρ(x)− µ(x)2.

La question qui se pose alors est celle de l’estimation de m (caractéristique du phénomène physique d’inté-
rêt) à partir des données x et bien sûr sans connaître les erreurs e. Le présent exercice est consacré à un élément
clé de cette estimation : la vraisemblance. Le travail sera poursuivi par l’exercice 16.
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1. Écrivez la vraisemblance de m attachée aux données x et son logarithme L, la log-vraisemblance.

2. Tracez la log-vraisemblance L (en fonction de m).

3. Que se passe-t-il lorsque le nombre de données N devient très grand?

Exercice 4 — Vraisemblance d’une variance / précision. On s’intéresse ici à l’estimation de la puissance d’un
bruit. A titre illustratif, considérons un dispositif électronique comme un capteur, un récepteur, un émetteur,
un amplificateur,. . . ou plus simplement un composant élémentaire comme une résistance. Un tel dispositif
peut être le siège d’un courant électrique lorsqu’il est soumis à une force électromotrice. Ce courant, comme
on le sait, est la trace macroscopique de mouvements microscopiques de charges électriques, des électrons en
général. Cela dit, même en l’absence de force électromotrice, un « micro » courant peut apparaître à cause du
mouvement des électrons dû à l’agitation thermique. On parle de bruit thermique ou bruit de Johnson. Dans
la suite, on note x = [x(t)]t∈R le signal correspondant. Par des arguments physiques, on montre qu’on peut
approcher ce signal par un bruit gaussien, stationnaire, blanc et centré. On note r sa puissance (la variance) et
on pose γ = 1/r la précision.

La question qui se pose alors est celle de l’estimation de γ à partir des données. Le présent exercice est
consacré à un élément clé de cette estimation : la vraisemblance. Le travail sera poursuivi par l’exercice 17.

Pour ce faire, on recueille N échantillons xn = x(tn) à des instants quelconques tn ∈ R pour n =
1, 2, . . . , N . Ces xn sont donc indépendants, gaussiens, centrés et de variance r. On regroupe l’ensemble des
mesures dans un vecteur x = [x1, x2, . . . , xN ] ∈ RN et on pose ρ(x) =

∑
x2
n/N .

1. Écrivez la vraisemblance de γ attachée aux données x et son logarithme L, la log-vraisemblance.

2. Montrez que L est concave.

3. Tracez la log-vraisemblance L (en fonction de γ).

4. Que se passe-t-il lorsque le nombre de données N devient très grand?

Exercice 5 — Docteur Goodnews. Pour dépister une certaine maladie, on applique un test. Lorsque la personne
est effectivement atteinte, le test est positif dans 99 % des cas (et négatif dans 1 % des cas). Inversément, lorsque
la personne est en bonne santé, le test est quand même positif dans 2 % des cas (et négatif dans 98 % des cas).
Par ailleurs, on sait que sur 1000 personnes, 1 personne en moyenne est atteinte.

1. Le Docteur Goodnews vous annonce que votre test est négatif. Quelle est la probabilité que vous
soyez quand même malade?

2. Et si le test est positif, quelle est la probabilité que vous soyez malade? Ça fait pas beaucoup, non?

Exercice 6 — Variable de Bernoulli, forme exponentielle et information de Fisher. On considère une variable
X , binaire, qui prend ses valeurs dans X = {⊕,	} et qui est pilotée une loi de Bernoulli de paramètre
p ∈] 0, 1[ :

PrX|P [X = x|p] =

{
p si x = ⊕
1− p si x = 	
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1. Déterminez et étudiez l’information de Fisher I(p), associée à PrX|P [X = x|p]. Pour quelle valeur
de p l’information est-elle maximale? Minimale?

2. Déterminez, empiriquement, une re-paramétrisation θ = h(p) de la probabilité de manière qu’elle
se mette sous la forme (famille exponentielle) :

PrX|Θ [X = x|θ] = Z(θ)−1 exp [θϕ(x)] ,

et précisez Z(θ) et ϕ(x).

3. Déterminez l’information de Fisher J (θ), associée à PrX|Θ [X = x|θ]. Pour quelle valeur de θ
l’information est-elle maximale? Minimale? A quelles valeurs de p cela correspond-il ?

4. Retrouvez le résultat de la question 1 par la formule de changement de paramètre.

Exercice 7 — Densité exponentielle et information de Fisher. On considère une variable X , à valeurs dans
X ⊂ RM qui possède une densité de probabilité pilotée par un paramètre scalaire θ ∈ Θ ⊂ R. On s’intéresse
à la famille des densités (exponentielles) qui s’écrivent :

f(x|θ) = Z(θ)−1 ψ(x) exp [θϕ(x)] 1X (x)

où Z est une fonction de Θ dans R (appelée partition), ϕ est une fonction de X dans R (appelée résumé
exhaustif) et ψ est également une fonction X dans R. On note Z̄ = logZ la log-partition.

1. Exemples.

1a. Montrez que la gaussienne centrée de précision γ entre dans la famille. Précisez la par-
tition Z(γ) et le résumé ϕ(x) ainsi que ψ(x). Montrez qu’elle n’y entre pas si elle est
paramétrée par sa variance r = 1/γ.

1b. Donnez d’autres exemples de densités classiques qui entrent et/ou qui n’entrent pas dans
la famille.

2. Log-partition, moments,. . .

2a. Écrivez que la densité se somme à 1 et déduisez-en une expression de Z(θ) sous forme
intégrale.

2b. Déterminez ses deux premières dérivées puis les deux premières dérivées de Z̄ en fonc-
tion des deux premiers moments (moyenne et variance) de ϕ(X).

2c. En déduire que Z̄ est une fonction convexe.

3. Information de Fisher.

3a. Déterminez l’information de Fisher I(θ) associée àX en fonction de Z̄(θ). Commentez
le lien entre Z̄ et les moments de ϕ(X).

3b. Déterminez l’information de Fisher IN (θ) associée à N réalisations deX . Commentez
son évolution avec N .
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Exercice 8 — Information de Fisher et changement de paramètre. Dans cet exercice, on considère deux para-
métrisations différentes de la distribution de probabilité des données issues d’une expérience et on compare les
deux informations de Fisher associées.

Plus précisément, on s’intéresse à une expérience permettant d’acquérir un jeu de données x ∈ RN . Ce
dernier est modélisé comme une réalisation de la variable vectorielle X de dimension N , sous une densité de
probabilité pilotée par un paramètre scalaire réel θ, ce que l’on écrit de manière résumée : X ∼ f(x|θ). On
note I(θ) l’information de Fisher associée.

1. Rappelez l’expression de l’information de Fisher I(θ) à partir de la dérivée première de la log-
densité, puis de la dérivée seconde.

On considère maintenant un changement de paramètre de la forme θ = h(η), où h est dérivable. On
construit ainsi une seconde densité de probabilité notée g(x|η) qui pilote égalementX et on a donc de manière
résumée :X ∼ g(x|η). Naturellement, les deux densités sont liées par :

g(x|η) = f(x|θ) | θ=h(η) . (1)

On note J (η) l’information de Fisher associée.

2. Déterminez le lien entre I,J et h. On pourra considérer la première dérivée la relation ci-dessus (1),
en échelle logarithmique.

3. On considère maintenant un exemple illustratif reposant sur un modèle gaussien centré, paramétré
soit par sa précision p soit par sa variance v = 1/p, c’est-à-dire respectivement

ϕ(x) = (2π)−1/2 p1/2 exp
[
−0.5 p x2

]
,

ψ(x) = (2π)−1/2 v−1/2 exp
[
−0.5 x2 / v

]
.

3a. Déterminez l’information de Fisher relative à la précision p (i.e., concernant ϕ).

3b. Déduisez-en l’information de Fisher relative à la variance v (i.e., concernant ψ) à partir
de la formule de changement de paramètre établie à la question précédente.

3c. Retrouvez le résultat par un calcul direct.

Exercice 9 — Distance de Kullback, densité exponentielle et information de Fisher. On considère une variable
X , à valeur dansRM , sous une densité pilotée par un paramètre scalaire θ ∈ Θ ⊂ R. On s’intéresse à la famille
des densités (exponentielles) qui s’écrivent :

fθ(x) = Z(θ)−1 ψ(x) exp [θϕ(x)] pour x ∈ RM

où ϕ et ψ sont deux applications de RM dans R, ϕ est appelée résumé exhaustif. Z est une constante de
normalisation, appelée fonction de partition et on note Z̄ = logZ la log-partition. On rappelle que dans cette
famille, on a les relations suivantes entre les dérivées de la log-partition et les moments du résumé :

Z̄ ′(θ) = E
[
ϕ(X)

]
et Z̄ ′′(θ) = var

[
ϕ(X)

]
. (2)

On a également un lien entre l’information de Fisher et la dérivée seconde de la log-partition :

I(θ) = Z̄ ′′(θ) . (3)
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1. Question facultative. Retrouver ces résultats (2) et (3). Par exemple, on pourra partir du fait que la
densité se somme à 1. Commentez.

2. Dans cette question, on s’intéresse à deux cas gaussiens.
— Le cas centré et de précision γ, i.e., le cas où le paramètre d’intérêt est θ = γ.
— Le cas plus délicat de la densité de moyenne m et de précision donnée γ, c’est-à-dire le cas

où le paramètre d’intérêt est θ = m.

2a. Dans les deux cas, montrez que la densité entre dans la famille et précisez la fonction de
partition Z(γ) et le résumé ϕ(x) ainsi que ψ(x).

2b. Déterminez l’information de Fisher et commentez le résultat.

On s’intéresse à la pseudo-distance de Kullback entre deux densités g et g0, définie par

K(g0 ; g) =

∫
RM

g0(x) log

[
g0(x)

g(x)

]
dx .

A proprement parler, ce n’est pas une distance car elle n’en vérifie pas tous les axiomes. En particulier elle n’est
visiblement pas symétrique.

3. On se donne deux valeurs du paramètre : θ0 et θ et on s’intéresse à la distance entre fθ0 et fθ. On
fixe θ0 et on fait varier θ. On note la distance κ(θ) = K(fθ0 ; fθ).

3a. Calculez κ(θ) en fonction de la log-partition Z̄ et de sa dérivée.

3b. Calculez ses deux premières dérivées en fonction de Z̄ et de ses dérivées.

3c. Déduisez-en que κ(θ) est strictement convexe, est minimal (et nul) lorsque θ = θ0.

3d. Commentez l’influence de I(θ0) sur la sensibilité de la distance κ(θ) vis-à-vis de θ
au voisinage de θ0 et par là même la « capacité » à distinguer / confondre deux valeurs
distinctes du paramètre au travers de la distribution des données.

3e. Détaillez les deux cas gaussiens de la question 2. Tracer κ(γ) pour γ0 = 1, 1.5 et 2 et
κ(m) pour γ = 1, 2 et 4.

4. Reprenez les questions précédentes lorsqu’on observe N réalisations indépendantes et identique-
ment distribuées deX au lieu d’une seule.

Exercice 10 — Kullback et Fisher, erreur gaussienne additive. Dans cet exercice, on s’intéresse à une grandeur
physique dynamique (fonction du temps, t ∈ R), dont l’évolution est pilotée par un paramètre scalaire θ ∈ R et
décrite par un modèle notéM(θ, t). Il pourrait s’agir d’une température ou d’une pression, d’une concentration,
ou encore d’une tension ou d’un courant électrique, etc. . . Pour fixer les choses, citons quatre exemples.

1. Un modèle oscillant : θ = ω est une pulsation et

M(θ, t) = cosωt .

2. Un modèle amorti : θ = τ est un temps caractéristique et on a, avec 1+ l’indicatrice de R+ :

M(θ, t) = ( 1− exp−t/τ ) 1+(t) .
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3. Un modèle linéaire : θ = α est un simple coefficient de proportionnalité

M(θ, t) = αt .

4. Ou simplement un modèle statique : θ = β et

M(θ, t) = β .

Naturellement, il est possible d’enrichir la liste des exemples. On peut considérer un modèleM fonction d’une
ou plusieurs variables d’espace au lieu de la variable de temps ou bien en plus de la variable de temps. La gran-
deur modéliséeM elle-même n’est pas nécessairement scalaire : elle peut représenter une force, une vitesse,. . .
un champ électrique ou magnétique,. . . Par ailleurs, le paramètre θ pourrait posséder plusieurs composantes.
Dans ce travail on restera uniquement dans le cas simple décrit précédemment.

1. Tracez sommairement les quatre modèles, comme fonction du temps, pour quelques valeurs du
paramètre θ. Imaginez le « faisceau » de courbes obtenu pour toutes les valeurs de θ.

Afin d’étudier ce phénomène, on s’appuie sur N valeurs prélevées à des instants donnés tn ∈ R pour
n = 1, . . . , N . On note ces valeurs mn(θ) :

mn(θ) =M(tn, θ)

et les regroupe dans un vecteur colonnem(θ) :

m(θ) = [m1(θ), . . .mN (θ)]t .

Pour réaliser cette étude et confronter le modèle à la réalité, on acquiert N mesures xn qui sont entachées
d’erreurs décrites comme additives et notées en. On a ainsi, pour n = 1, . . . , N :

xn = mn(θ) + en .

En collectionnant les valeurs de xn et en dans deux vecteurs x = [x1, . . . , xN ]t et e = [e1, . . . , eN ]t :

x = m(θ) + e ,

et cela constitue notre équation d’observation.
Les erreurs en sont considérées comme des réalisations de variables aléatoires En indépendantes, gaus-

siennes, centrées et de précision (inverse-variance) notée γ supposée connue dans ce travail. Les mesures xn
sont alors considérées comme réalisations des variablesXn = mn(θ)+En, la valeur de θ étant fixée. Si besoin
on pourra collectionner les de En et Xn dans deux vecteurs aléatoires E etX .

2. Pour le modèle de votre choix parmi les quatre évoqués précédemment et pour une valeur de θ, tra-
cez à nouveau le modèleM(t, θ) comme fonction du temps. Ajoutez à ce tracé quelques réalisations
typiques des données. Commentez l’influence de γ.

La question qui se pose alors en général est celle de l’estimation de θ (caractéristique du phénomène phy-
sique d’intérêt) à partir des données x et idéalement accompagnée de la quantification des erreurs et incerti-
tudes. Ce n’est pas tout à fait la question qui nous occupe ici.

3. Vraisemblance. Pour simplifier les choses, on pourra poser Jx(θ) = ‖x−m(θ)‖2.

3a. Donnez la moyenne et la variance de Xn. La valeur de θ est naturellement fixée et peut
intervenir comme un paramètre de la moyenne et de la variance. Ou pas.
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3b. Rappelez l’expression de la densité gaussienne de moyenne µ et de précision π. Donnez
alors la densité de l’un quelconque des Xn, en fonction de θ (et de γ).

3c. Donnez ensuite la densité pour l’ensemble des données, en fonction de θ (et de γ), c’est-
à-dire la vraisemblance du paramètre attachée à l’ensemble des données. On la notera
simplement fθ ici.

La suite de ce travail est dédiée à l’étude de cette vraisemblance et en particulier sa « sensibilité » à une
variation de la valeur du paramètre. Afin d’alléger les notations, on écrira simplement Eθ pour l’espérance sous
fθ, c’est-à-dire Eθ [ϕ(X)] =

∫
x ϕ(x)fθ(x)dx.

4. Information de Fisher.

4a. Pour commencer, déterminez la log-vraisemblance et ses deux premières dévirées à par-
tir Jx(θ) et ses deux premières dérivées J ′x(θ) et J ′′x (θ).

4b. Calculez J ′x(θ) et J ′′x (θ) en fonction des deux premières dérivées du modèle par rapport
au paramètre, m′n(θ) et m′′n(θ).

4c. Montrez alors que Eθ [J ′X(θ)] = 0 et calculez Eθ [J ′′X(θ)].

4d. Déduisez-en que l’information de Fisher est F(θ) = γ ‖m′(θ)‖2. Commentez.

4e. Appliquez ce résultat aux quatre exemples signalés en entrée et commentez.

5. Théorème de König-Huygens. Pour préparer la suite, on montre le résultat préliminaire suivant.
On se donne une variable aléatoire U de moyenne m et de variance v. Par définition, on a : m =
E
[
U
]

et v = E
[
(U −m)2

]
. On se donne également un réel a.

5a. Montrez que E
[
(U − a)2

]
= v + (m− a)2 et commentez le lien avec König.

5b. Déduisez-en que ϕ(a) = E
[
(U − a)2

]
est minimal lorsque a = m et commentez.

6. Distance de Kullback-Leibler. On s’intéresse maintenant à une distance entre densité de probabi-
lité : la distance a de Kullback-Leibler. Pour deux densités g et g0, elle est définie par

D(g ; g0) =

∫
RN

g(x) log

[
g(x)

g0(x)

]
dx .

On se donne deux valeurs du paramètre : θ et θ0 et on s’intéresse à la distance entre les densités
correspondantes fθ et fθ0 . On considère θ0 comme une référence et on fait varier θ autour de cette
référence. On note la distance ∆(θ) = D(fθ ; fθ0).

a. Ce n’est pas une distance stricto sensu car elle n’en vérifie pas tous les axiomes. En particulier, elle n’est clairement
pas symétrique. En revanche, on montre sa positivité (grâce à la concavité du log ou l’inégalité de Jensen). Par ailleurs,
elle s’annule visiblement lorsque g = g0 et on montre qu’elle ne s’annule que dans ce cas.

6a. En écrivant la distance comme une espérance sous fθ, calculez ∆(θ) en fonction de θ (et
bien sur de la référence θ0 et de la précision des données γ). Vous devez voir apparaître
une distance entre les modèlesm(θ) etm(θ0). Vérifiez que ∆(θ0) = 0.
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6b. Calculez les deux premières dérivées de ∆(θ). Donnez leurs valeurs en θ0. Reconnaissez
l’information de Fisher.

6c. Déduisez-en un développement limité à l’ordre deux de ∆(θ) en θ0 et une représenta-
tion graphique. Vous avez maintenant une relation liant d’une part la distance entre les
densités fθ et fθ0 et d’autre part la différence entre les paramètres θ et θ0.

6d. Commentez l’influence de F(θ0) sur la sensibilité de la distance ∆(θ) vis-à-vis de θ
au voisinage de θ0 et par là même la « capacité » à distinguer / confondre deux valeurs
distinctes du paramètre θ au travers de la distribution des données x.

7. Question plus avancée. Selon vous, comment les idées développées dans ce problème pourraient
être exploitées pour optimiser le choix des instants de mesure?

8. Reprenez brièvement les questions précédentes pour le cas où on réaliseR réplications des mesures,
i.e., lorsqu’on observe R réalisations indépendantes (et identiquement distribuées) de X au lieu
d’une seule.

9. Proposez quelques pistes pour étendre ce travail au cas où la précision des données γ n’est pas
connue.

Exercice 11 — Emboitées. On s’intéresse à un couple (X,Θ) de variables aléatoires vectorielles possédant
une densité jointe fX,Θ(x,θ), avec x ∈ RM et θ ∈ RP .

1. Rappelez la construction des deux densités marginales notées πΘ(θ) et fX(x) déduites de la den-
sité jointe. Rappelez également la construction des deux conditionnelles, que l’on notera πΘ|X(θ|x)
et fX|Θ(x|θ).

On se donne une fonction scalaire χ : RM ×RP → R et on cherche à en évaluer la moyenne (l’espérance)
sous différentes distributions et de plusieurs manières.

2. Montrez les relations

EX,Θ [χ(X,Θ) ] = EX

[
EΘ|X [χ(X,Θ) ]

]
= EΘ

[
EX|Θ [χ(X,Θ) ]

]
dites formules des espérances emboitées.

3. Trois cas particuliers.

3a. Qu’advient-il si χ n’est fonction que d’une variable : χ(X,Θ) = ϕ(Θ)?

3b. Que se passe-t-il lorsque les variables X et Θ sont indépendantes et que χ est une
fonction séparable : χ(X,Θ) = ϕ(Θ)ψ(X)?

3c. En restant dans le cas où les variables X et Θ sont indépendantes, donnez le lien entre
la moyenne a priori et la moyenne a posteriori de ϕ(Θ).

J.-F. Giovannelli Sujets d’exercices
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Exercice 12 — Moyenne de la variance et variance de la moyenne. On s’intéresse à l’estimation d’un para-
mètre θ ∈ R à partir d’un jeu de données x ∈ RM . Le paramètre θ est piloté par une densité a priori πΘ(θ) et
les données observées par une densité fX|Θ(x|θ), la vraisemblance.

1a. Rappelez la construction de la densité a posteriori πΘ|X(θ|x) à partir de la vraisem-
blance et de la densité a priori.

1b. Que se passe-t-il pour πΘ|X(θ|x) lorsque les variables x et θ sont indépendantes? In-
terprétez le résultat observé dans un contexte « estimation ».

Dans cet exercice on s’intéresse à la comparaison de quantités (moyennes et variances) a priori et a posteriori.
Plus précisément on définit :

— la moyenne et la variance a priori : EΘ [ Θ ] et VarΘ [ Θ ]

— la moyenne et la variance a posteriori : EΘ|X [ Θ ] et VarΘ|X [ Θ ]

— et la moyenne de ces dernières : EX

[
EΘ|X [ Θ ]

]
et EX

[
VarΘ|X [ Θ ]

]
sous la marginale pourX .

2. Donnez une relation entre les deux moyennes : EΘ [ Θ ] et EX

[
EΘ|X [ Θ ]

]
, c’est-à-dire entre

la moyenne a priori et la moyenne a posteriori moyenne. Généralisez au cas d’une fonction quel-
conque de Θ.

3. Donnez une relation entre la variance a priori VarΘ [ Θ ], la variance a posteriori moyenne
EX

[
VarΘ|X [ Θ ]

]
, et la variance de la moyenne a posteriori VarX

[
EΘ|X [ Θ ]

]
. On pourra partir

de la dernière quantité et développer.

4. Commentez le lien entre la variance a priori et la variance a posteriori. Merci.

Exercice 13 — Coût en norme deux, cas vectoriel. On s’intéresse au problème de l’estimation d’un paramètre
vectoriel θ ∈ RP . Ce paramètre est réputé sous une densité a priori donnée, notée πΘ(θ). On observe pour
cela un vecteur de données x ∈ RM informatif à propos du paramètre θ au sens où il est distribué sous une loi
qui dépend de θ, notée fX|Θ(x|θ).

1. Question de cours – Rappelez la construction de la loi jointe pour (X,Θ) et de la loi a posteriori
pour (Θ|X) à partir de la loi conditionnelle pourX|Θ (i.e., la vraisemblance) et de la loi marginale
pour Θ (i.e., le prior).

On cherche à construire ∆ un estimateur de θ, c’est-à-dire une fonction ∆ : RM → RP qui à un jeu
de données x ∈ RM associe une valeur δ = ∆(x) ∈ RP , approchant θ. On se donne une fonction coût
C : RP ×RP → R qui a tout couple (θ, δ) associe un coût C(θ, δ).

2. Question de coût.

2a. Rappelez l’expression du risque bayésien et du risque a posteriori. Donnez également le
lien entre les deux.

2b. Expliquez en quoi le risque bayésien est minimisé lorsque on minimise le risque a pos-
teriori pour chaque x.

On considère maintenant, le coût quadratique pondéré :

C(θ, δ) = ‖θ − δ‖2Q = (θ − δ)t Q (θ − δ)

oùQ est une matrice de pondération (symétrique et strictement définie-positive) donnée.

3. Déterminez l’estimateur optimal. Étudiez en particulier le casQ = I . Et le cas P = 1.
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Exercice 14 — Coût en norme un. On veut estimer un paramètre θ ∈ R, sous une distribution a priori πΘ(θ).
On recueille pour cela un vecteur de mesures x ∈ RM distribué sous fX|Θ(x|θ).

1. Rappelez la construction de la distribution a posteriori pour Θ.

On veut construire une fonction d’estimation ∆ : RM → R qui associe une valeur réelle δ = ∆(x) à un jeu de
données x. Pour ce faire, on choisit une fonction coût L : R2 → R qui quantifie l’impact de la décision δ alors
que la vraie valeur est θ.

Rappel risques — Les risques sont des coûts moyens. Le risque a posteriori est le coût
moyenné sous la distribution a posteriori, c’est-à-dire pour Θ|X . Le risque bayésien est le
coût moyenné sous la loi jointe, c’est-à-dire pour (X,Θ). 4

2. Quel coût ?

2a. Rappelez l’expression du risque bayésien et du risque a posteriori ainsi que le lien qui
les unit.

2b. Expliquez en quoi la minimisation du risque a posteriori produit la minimisation du
risque bayésien « point par point ».

3. On considère le coût absolu : L(θ, δ) = |θ − δ|. Montrez que l’estimateur optimal est la médiane
de la densité a posteriori.

Exercice 15 — Estimation du paramètre d’une loi de Bernoulli.
Loi Bêta — La densité d’une variable Bêta, paramétrée par a, b ∈ R+ est :

βa,b(x) = B(a, b)−1 xa−1 (1− x)b−1 1(x)

où 1 est l’indicatrice de [0, 1] et B(a, b) =
∫ 1

0 x
a−1 (1 − x)b−1dx est la fonction Bêta

réptutée connue. On donne le mode, la moyenne et la variance :

Mode (i.e., maximiseur) = (a− 1)/(a+ b− 2) lorsque a > 1 et b > 1
Moyenne = a/(a+ b)

Variance = ab/((a+ b)2(a+ b+ 1))

qui seront utiles dans la suite. 4

On s’intéresse à une expérience de « pile ou face ». On la modélise à l’aide d’une variable aléatoire X sous une
loi de Bernoulli i.e., qui ne prend que deux valeurs : ⊕ avec la probabilité p et 	 avec la probabilité 1− p.

On observe N échantillons x1, x2, . . . , xN distribués sous cette loi et indépendants. On regroupe ces N
observations dans un vecteur x ∈ {⊕,	}N , réalisation du vecteur X . On note respectivement N+(x) et
N−(x) le nombre de ⊕ et de 	 dans le vecteur x. On cherche à estimer le paramètre p.

1. Écrivez la vraisemblance du paramètre p attachée au vecteur des données x.

2. On se donne alors une distribution a priori π pour le paramètre p, uniforme sur l’intervalle [0, 1].

2a. Déduisez-en la densité a posteriori pour le paramètre p (c’est-à-dire la distribution de p
étant donnée l’observation x).

2b. Déterminez la moyenne a posteriori, i.e., l’estimateur optimal. . . Déterminez également
le maximiseur et la variance a posteriori. Tracez la densité a posteriori.

2c. Commentez la situation asymptotique, lorsque le nombre de données grandit.
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Exercice 16 — Estimation d’une moyenne (reprise et développement de l’exercice 3). On étudie un phénomène
physique caractérisé par une quantité inconnue m : tension, courant, etc. . . ou température, pression, concen-
tration, etc. . . Pour cela, on réalise N mesures xn qui sont entachées d’erreurs modélisées comme additives :

xn = m+ en , pour n = 1, . . . , N .

Dans la suite, on modélise ces erreurs comme des réalisations de variables aléatoires, indépendantes, gaus-
siennes, centrées et toutes de variance r. On pose γ = 1/r le paramètre de précision. On collectionne les N
valeurs de xn et en dans deux vecteurs x = [x1, . . . , xN ]t et e = [e1, . . . , eN ]t. La question qui se pose alors
est celle de l’estimation de m (caractéristique du phénomène physique d’intérêt) à partir des données x et bien
sûr sans connaître les erreurs e.

1. Écrivez la vraisemblance de m attachée aux données x. On pourra poser µ(x) =
∑
xn/N et

ρ(x) =
∑
x2
n/N . On pourra également poser σ2(x) = ρ(x)− µ(x)2.

Pour estimer le paramètre m, on se donne maintenant une densité a priori πM (m) gaussienne (moyenne
m0 et précision γ0) pour le paramètre m :

πM (m) = (2π)−1/2 γ
1/2
0 exp

[
−γ0 (m−m0)2 / 2

]
.

Celle-ci permet d’encoder l’information ou le manque d’information disponible à propos dem, dans la situation
concrète d’intérêt. On peut considérer que m0 est une valeur « nominale » ou « par défaut » et que γ0 permet
de « régler » le degré de confiance. On s’intéressera en particulier au cas où γ0 est grand ou infini modélisant,
en un sens, l’abscence d’information.

2. Écrivez la loi jointe fX,M (x,m).

3. A posteriori.

3a. Déduisez-en la loi a posteriori, à un coefficient multiplicatif près. Montrez qu’il s’agit
d’une gaussienne et donnez ses paramètres. Déterminez finalement, sans calcul intégral,
le coefficient de normalisation.

3b. Commentez l’évolution des moyenne et variance a posteriori avec N , γ et γ0.

Exercice 17 — Estimation du paramètre de variance / précision d’un bruit (reprise et développement de l’exer-
cice 4). On s’intéresse à l’estimation de la puissance d’un bruit. A titre illustratif, considérons un dispositif
électronique comme un capteur, un récepteur, un émetteur, un amplificateur,. . . ou plus simplement un compo-
sant élémentaire comme une résistance. Un tel dispositif peut être le siège d’un courant électrique lorsqu’il est
soumis à une force électromotrice. Ce courant, comme on le sait, est la trace macroscopique de mouvements
microscopiques de charges électriques, des électrons en général. Cela dit, même en l’absence de force électro-
motrice, un « micro » courant peut apparaître à cause du mouvement des électrons dû à l’agitation thermique.
On parle de bruit thermique ou bruit de Johnson. Dans la suite, on note x = [x(t)]t∈R le signal correspondant.
Par des arguments physiques, on montre qu’on peut approcher ce signal par un bruit gaussien, stationnaire,
blanc et centré. On note r sa puissance (la variance) et on pose γ = 1/r la précision.

La question qui se pose alors est celle de l’estimation de γ à partir des données. Le présent exercice reprend
et poursuit l’exercice 4 consacré à la vraisemblance.

Pour ce faire, on recueille N échantillons xn = x(tn) à des instants quelconques tn ∈ R pour n =
1, 2, . . . , N . Ces xn sont donc indépendants, gaussiens, centrés et de variance r. On regroupe l’ensemble des
mesures dans un vecteur x = [x1, x2, . . . , xN ] ∈ RN et on pose ρ(x) =

∑
x2
n/N .

J.-F. Giovannelli Sujets d’exercices



Data science — Stratégie bayésienne en ingénierie 13 / 18

1. Écrivez la vraisemblance du paramètre γ attachée aux données x.

2. Déterminez l’information de Fisher pour l’ensemble des observations. Commentez son évolution
avec N et avec γ lui-même.

On se donne une densité a priori gamma pour le paramètre γ :

πΓ(γ) =
βα0

0

Γ[α0]
γα0−1 exp [−β0γ] 1R+(γ) .

paramétrée par α0 et β0, deux réels positifs fixés. Concernant cette densité gamma, on rappelle que sa moyenne,
son maximiseur et sa variance valent respectivement : α0/β0, (α0 − 1)/β0 et α0/β

2
0 .

3. Écrivez la loi jointe fX,Γ(x, γ), y compris son coefficient de normalisation.

4. A posteriori.

4a. Déduisez-en la loi a posteriori, à un coefficient multiplicatif près. Identifiez sa famille
et donnez les paramètres. Déterminez finalement, sans calcul intégral, le coefficient de
normalisation.

4b. Calculez la moyenne, le maximiseur et la variance a posteriori.

4c. Que se passe-t-il dans le cas (α0, β0) = (0, 0)? Commentez l’évolution des choses
quand N croit, et quand N tend vers l’infini.

5. Toujours sans calcul intégral, déterminez la distribution marginale des observations : fX(x). Pour-
quoi est-ce une quantité cruciale pour la comparaison de modèles?

Exercice 18 — Estimation du paramètre d’intensité d’une loi de Poisson. La transmutation de l’Uranium 238
se caractérise par l’émission de rayonnement γ (photons), de rayonnement β (électrons) et de rayonnement
α (noyaux d’Hélium). On s’intéresse dans ce qui suit à la caractérisation du nombre X de noyaux d’Hélium
émis pendant un laps de temps donné par une quantité de matière donnée. On ne sait pas prédire exactement ce
nombre mais on sait, dans une certaine mesure, en donner des caractéristiques statistiques : moyenne, variance,
loi, etc. . .

Si le laps de temps n’est pas trop long et si la quantité de matière est grande, la loi de probabilité du nombre
X peut être approchée par une loi de Poisson. La probabilité d’avoir k émissions s’écrit

PrX|Λ [X = k | λ] = e−λ
λk

k!
pour k ∈ N , (4)

où λ est un paramètre positif appelé intensité.

1. Vérifiez que (4) définit bien une distribution de probabilité. Montrez que sa moyenne vaut λ. Déter-
minez la valeur de k pour laquelle la probabilité est maximale. Tracez grossièrement la distribution
pour λ = 1, λ = 5 et λ = 10.

Un dispositif expérimental de comptage permet de réaliser N mesures x1, x2, . . . , xN , indépendantes et
suivant la loi de X , que l’on regroupe dans le vecteur x. La suite de cet exercice concerne l’estimation de
l’intensité λ.
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2. Écrire la vraisemblance du paramètre λ attachée aux données x. On pourra poser P = Πxn!,
S =

∑
xn et S̄ = S/N .

3. Déterminez l’information de Fisher pour l’ensemble des observations.

On se donne une densité a priori gamma pour le paramètre λ :

πΛ(λ) =
βα0

0

Γ[α0]
λα0−1 exp [−β0λ] 1R+(λ) .

Concernant cette dernière, on rappelle que sa moyenne, son maximiseur et sa variance valent respectivement :
α0/β0, (α0 − 1)/β0 et α0/β

2
0 .

4. A posteriori.

4a. Écrire et reconnaître la distribution a posteriori.

4b. Déterminer sa moyenne, son maximiseur et sa variance. On s’intéressera en particulier
aux cas (α0, β0) = (1, 0) et (α0, β0) = (0, 0).

4c. Commentez, notamment le cas asymptotique.

Exercice 19 — Estimation d’une pente.

Fonction Erf – On rappelle la définition de la fonction erf :

erf [x] =
2√
π

∫ x

0
exp−t2 dt , pour x ∈ R. (5)

Il s’agit d’une fonction continue, strictement croissante et impaire. Sa limite en +∞ est +1.
On note inverf [ · ] sa réciproque. 4

On s’intéresse à l’estimation du coefficient de proportionnalité entre deux grandeurs physiques. A titre illus-
tratif, considérons un dispositif électrique résistif et la loi d’Ohm qui relie tension et intensité : le coefficient
de proportionnalité est la résistance. On peut également penser aux relations entre (a) poids et masse ou (b)
accélération et force.

1. Dans ces deux derniers cas, quel est le coefficient de proportionnalité ? Donnez un autre exemple
avec son coefficient de proportionnalité.

Dans la suite de ce texte, le coefficient de proportionnalité est noté γ et les grandeurs physiques considérées
sont notées x et u : on a x = γu. Pour réaliser l’étude, on procède à N mesures xn pour des un fixés-donnés et
on les suppose liés par les relations :

xn = γun + en pour n = 1, . . . N (6)

où naturellement chaque en représente une erreur de mesure. Il s’agit d’erreurs de mesure sur les xn et on
suppose que les un sont exactement connus (voir aussi la question 11). Le problème qui se pose alors est celui
de l’estimation de γ à partir des données xn (et connaissant les un mais naturellement sans connaître les en).

J.-F. Giovannelli Sujets d’exercices



Data science — Stratégie bayésienne en ingénierie 15 / 18

2. Proposez une représentation graphique simple, illustrant le problème.

3. Donnez deux estimateurs empiriques de γ. Donnez avantages et inconvénients pour chacun. Pré-
voyez leurs limitations.

Dans la suite, on collectionne les N mesures xn dans un vecteur x = [x1, . . . xN ] et on pose

nu =
∑
n

u2
n et nx =

∑
n

x2
n ainsi que s =

∑
n

un xn puis c = s/nu et k = nx − nuc2 ,

pour simplifier les écritures.
Par ailleurs, la connaissance du système de mesure permet de modéliser de manière fidèle les erreurs en

comme des réalisations de variables En gaussiennes, indépendantes, centrées et toutes de même variance que
l’on note r. Dans ces conditions, pour une valeur de γ donnée, chaque xn est naturellement considéré comme
réalisation d’une variable Xn définie par Xn = γun + En. On note p = 1/r la précision. Dans ce travail le
système de mesure est suffisamment bien caractérisé et on considère que p est connu.

4. Vraisemblance.

4a. Donnez la moyenne et la variance de chaque Xn. Les valeurs de γ et p sont bien sûr
fixées et peuvent intervenir ou pas comme paramètre de ces moyennes et variances.

4b. Rappelez l’expression de la densité gaussienne de moyennem et de précision p. Donnez
alors la densité de l’un quelconque des Xn, en fonction de γ (et de p).

4c. Donnez ensuite la densité pour l’ensemble des données, c’est-à-dire la vraisemblance
fX|Γ(x|γ) du paramètre attachée à l’ensemble des données.

Pour simplifier les choses, on pourra faire intervenir :

ρ(γ) =

N∑
n=1

[xn − γun]2 , (7)

qui représente le carré de la norme de l’erreur de modélisation.

5. Déterminez l’information de Fisher (relative au paramètre d’intérêt γ). On suggère de travailler
à partir de la seconde dérivée plutôt que la première. Commentez son évolution avec p et avec le
paramètre γ lui-même. Commentez également l’influence des un et du nombre de données N .

Dans le contexte d’intérêt considéré, on sait que le coefficient est entre une valeur minimale notée m et
une maximale notée M : γ ∈ [m,M ]. Par ailleurs, on n’a pas d’autre connaissance particulière concernant sa
valeur et on lui affecte une densité a priori πΓ(γ) = U(γ) uniforme sur l’intervalle [m,M ]. On pourra noter 1
l’indicatrice de [m,M ].

6. Écrivez la densité jointe fX,Γ(x, γ).

7. Montrez que la densité marginale des mesures s’écrit :

fX(x) = (2π)−N/2 pN/2 exp [−0.5 p k]
√
π/2pnu

(
erf [tM ]− erf [tm]

)
/ (M −m)

avec tM = (c−M)
√
pnu/2 et tm = (c−m)

√
pnu/2. Naturellement on peut poursuivre le travail

à partir de ce résultat même si on n’a pas la démonstration.
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8. A posteriori.

8a. Déduisez-en la densité a posteriori πΓ|X et commentez sa forme.

8b. Calculez le maximiseur a posteriori. Dans un premier temps, on pourra supposer que
c ∈ [m,M ]. Que se passe-t-il si ce n’est pas le cas?

8c. Calculez la médiane a posteriori.

8d. Calculez la moyenne a posteriori.

8e. Commentez l’évolution des choses quand N croit. Et quand N tend vers l’infini. Com-
mentez également l’influence de la précision des mesures p.

9. Question un peu plus mathématique. On considère le cas où l’intervalle a priori est R tout en-
tier, c’est-à-dire m et M tendent respectivement vers −∞ et +∞. Que se passe-t-il alors pour la
marginale fX ? Et pour le posterior πΓ|X ? Commentez.

10. Jusque là les valeurs des un sont données. Naturellement, les « performances » de l’estimation de
γ peuvent dépendre de ces valeurs. Proposez une démarche qui permettrait de choisir ces valeurs de
manière à optimiser ces performances.

11. Plaçons nous pour terminer, dans une situation où on a aussi une erreur ou une incertitude sur les
un et pas seulement sur les xn. Proposez un développement pour inclure cette erreur ou incertitude.

12. Proposez également une extension pour le cas où la relation entre x et u serait affine et pas linéaire.
Et si elle serait quadratique.

Exercice 20 — Chaîne de Markov et probabilité de transition.

Loi Bêta — La densité d’une variable Bêta, paramétrée par a, b ∈ R+ est :

βa,b(x) = B(a, b)−1 xa−1 (1− x)b−1 1(x)

où 1 est l’indicatrice de [0, 1] et B(a, b) =
∫ 1

0 u
a−1 (1 − u)b−1du. On donne le mode, la

moyenne et la variance :

Mode (i.e., maximiseur) = (a− 1)/(a+ b− 2) lorsque a > 1 et b > 1
Moyenne = a/(a+ b)

Variance = ab/((a+ b)2(a+ b+ 1))

qui seront utiles dans la suite. 4

On considère un signal aléatoire X = {Xn, n ∈ N} qui prend ses valeurs dans un ensemble fini K =
{1, 2, . . . ,K} : pour tout n ∈ N, xn ∈ K. On s’intéresse au cas markovien, c’est-à-dire

∀n ∈ N, Pr [Xn = xn |Xm = xm,m = n− 1, n− 2, . . . , 1, 0] = Pr [Xn = xn |Xn−1 = xn−1] .

La loi est alors entièrement définie par la donnée de la loi initiale et de la loi de transition.
— La première valeur est uniformément distribuée : pour k ∈ K on a Pr [X0 = k] = 1/K.
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— La transition est paramétrée ρ ∈ [0, 1] de la manière suivante. La chaîne étant dans un état à l’instant
n− 1, la probabilité qu’elle demeure dans le même à l’instant n est 1− ρ. Lorsqu’elle change d’état la
probabilité est uniforme vers chacun des autres états.{

Pr [Xn = k |Xn−1 = k] = 1− ρ
Pr [Xn = k′ |Xn−1 = k] = ρ̄ = ρ/(K − 1) , pour k 6= k′

Ce modèle permet, par exemple, de pratiquer une opération de segmentation de signal : chaque « étiquette »
k ∈ K est associée à une valeur d’une caractéristique (moyenne, variance, fréquence, corrélation. . .) d’un signal
observable à segmenter sur la base de ladite caractéristique.

1. Questions introductives.

1a. Représentez quelques réalisations d’un tel signal pour une valeur de ρ proche de zéro.
Que se passe-t-il si ρ = 0 et ρ = 1?

1b. Donnez la matrice de transition, c’est-à-dire pour tous les couples (k, k′) ∈ K2 le tableau
des Pr [Xn = k′ |Xn−1 = k].

1c. Écrivez la probabilité de transition Pr [Xn = x |Xn−1 = y] de manière compacte en
faisant apparaître l’indicatrice de changement d’état : C(x, y) = 0 si x = y et C(x, y) = 1
si x 6= y. Que se passe-t-il dans le cas K = 2?

2. Quelques propriétés (inutiles à la suite de l’exercice). . .

2a. Montrez la propriété de Markov :

Pr [Xn+1, Xn−1 |Xn] = Pr [Xn+1 |Xn] Pr [Xn−1 |Xn]

et commentez, donnez une interprétation.

2b. Déterminez les lois marginales Pr [Xn] et les lois jointes Pr [Xn, Xn+1]. On pourra
travailler par récurrence.

Remarque 1 — Toutes les lois précédentes sont conditionnées par ρ, mais le conditionnement n’a pas été
explicité pour ne pas alourdir l’écriture. Il doit l’être dans la suite.

La suite de l’exercice est consacrée à l’estimation du paramètre ρ. On se donne une densité a priori π(ρ)
uniforme sur l’intervalle [0, 1] pour le paramètre ρ. On observe une réalisation tronquée de taille N + 1 de
la chaîne : x0, x1, . . . , xN et on regroupe les échantillons dans le vecteur x. On notera ν(x) le nombre de
changement d’état dans la réalisation observée x et on notera ν̄(x) = ν(x)/N .

3. Écrivez Pr [X = x | ρ] la vraisemblance de ρ attachée à x. On pourra appliquer récursivement la
règle de conditionnement et la propriété de Markov.

4. Donnez la densité a posteriori π(ρ |X) à un facteur multiplicatif près. Reconnaissez-la et précisez
le facteur multiplicatif.

5. Déterminez son maximiseur ρ̂MAP et sa moyenne ρ̂EAP. Commentez leur forme et comparez les deux.
Étudiez la variance, en particulier lorsque la longueur de la chaîne observée est grande et lorsqu’elle
tend vers l’infini.

6. Sur la base de quel type d’argument pourrait-on montrer que les deux estimateurs précédents
tendent vers la vraie valeur du paramètre lorsque la longueur de la chaîne observée tend vers l’infini ?

J.-F. Giovannelli Sujets d’exercices
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Exercice 21 — Test de positivité.

Fonction Erf – On rappelle la définition de la fonction erf [ · ] :

erf [x] =
2√
π

∫ x

0
exp−t2 dt , pour x ∈ R. (8)

Il s’agit d’une fonction continue, croissante, impaire et nulle en zéro. Sa limite en −∞ est
−1 et sa limite en +∞ est +1. On note inverf [ · ] sa réciproque. 4

On étudie un phénomène caractérisé par une quantité inconnue m ∈ R et on s’intéresse au signe de m.
Pour le déterminer on réalise N mesures xn qui sont entachées d’erreurs en décrites comme additives :

xn = m+ en , pour n = 1, . . . , N .

On modélise ces erreurs comme des réalisations indépendantes d’une variable aléatoire, gaussienne, centrée et
de précision γ = 1/r. On collectionne les N valeurs de xn dans le vecteur x = [x1, . . . , xN ]t. La question qui
se pose alors est celle de l’évaluation du signe de m à partir des données x.

On se donne une densité a priori gaussienne (moyenne m0 et précision γ0) pour le paramètre m. Celle-
ci permet d’encoder l’information ou le manque d’information disponible à propos de m, dans la situation
pratique considérée. On pourra en particulier s’intéresser aux cas γ0 = 0 et γ0 =∞.

1. Écrivez la vraisemblance de m attachée aux données x. On pourra poser µ(x) =
∑
xn/N et

ν(x) =
∑

(xn − µ(x))2/N la moyenne et la variance empiriques.

2. A posteriori.

2a. Écrivez la loi a posteriori, à un coefficient de normalisation près. Identifiez sa famille
et donnez les paramètres. Déterminez finalement, sans calcul intégral, le coefficient de
normalisation.

2b. Donnez la moyenne (et le maximiseur) ainsi que la variance a posteriori. On s’intéressera
notamment aux cas γ0 = 0 et γ0 = +∞. Intéressez-vous également au cas N grand.

3. Test de positivité.

3a. A partir de la densité a posteriori, calculez la probabilité a posteriori quem soit inférieur
et supérieur à un seuil s : P+ = Pr [m > s |x] et P− = Pr [m < s |x].

3b. Que se passe-t-il lorsque γ0 = 0 et lorsque γ0 = +∞? Intéressez-vous là aussi aux cas
N ou γ grand.

Une suite pour cet exercice consisterait à choisir une règle de décision, par exemple prendre la décision
en faveur de l’hypothèse la plus probable. Ensuite, il s’agirait d’étudier les caractéristiques (erreurs, bonnes et
mauvaises décisions ainsi que leur probabilité. . .). On imagine aisément que ces questions sont cruciales dans
la pratique, par exemple pour la surveillance des systèmes, en particulier critiques (aéronautique, nucléaire,
défense, santé. . .).

J.-F. Giovannelli Sujets d’exercices


